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ПРАДМОВА

Прапанаваны вучэбны дапаможнік у двух тамах прызначаны 
для студэнтаў матэматычных і фізіка-тэхнічных спецыяльнасцяў і 
мае мэту азнаёміць чытача з тэорыямі дыферэнцыяльных і 
інтэгральных ураўненняў, варыяцыйным злічэннем, а таксама з 
ідэямі, якія ляжаць у аснове сучаснага аналізу і даюць некаторае 
ўяўленне аб подступах да сучаснай матэматыкі.

«Дыферэнцыяльныя і інтэгральныя ўраўненні» напісаны на 
падставе лекцый, чытаных аўтарамі на матэматычным і фізіка-тэх- 
нічным факультэтах Гродзенскага дзяржаўнага універсітэта. У кнізе 
знаходзіцца больш матэрыялу, чым выкарыстоўваецца на лекцыях. 
Гэта натуральна. Студэнт знойдзе тут дадатковы матэрыял для роз- 
думу. Нягледзячы на прагрэс у выкладанні матэматыкі, усё яшчэ 
існуе значны разрыў паміж падрыхтоўкай выпускніка ВНУ і патра- 
баваннямі, з якімі яму прыходзіцца сустракацца на практыцы. Інфар- 
мацыя, што змяшчаецца ў навукова-тэхнічнай літаратуры, і тым 
больш творчая праца ў новых галінах даследаванняў непазбежна 
сутыкае спецыяліста з ідэямі, паняццямі і метадамі, якія не знахо- 
дзяць дастатковага адлюстравання ў і так ўжо насычаных праграмах 
ВНУ. Дадзены вучэбны дапаможнік з’яўляецца адным са шляхоў для 
асвятлення такіх ідэй і паняццяў без павелічэння адведзеных 
адпаведнаму курсу гадзін.

Прастата і даступнасць - асаблівасць матэматыкі, і гэтая 
кніга нацэлена на раскрыццё гэтай асаблівасці, на тое, каб вызваць 
праз дакладнасць, канкрэтнасць і даступнасць асноўных паняццяў і 
тэарэм цікавасць да курсу «Дыферэнцыяльныя і інтэгральныя 
ўраўненні» па магчымасці ва ўсіх студэнтаў.

Яшчэ адной адметнай рысай кнігі з’яўляецца імкненне не 
толькі даць студэнтам чыста матэматычны апарат даследавання, але і 
навучыць прымяняць яго да рашэння розных прыкладных задач, 
таму што веды без прымянення нельга лічыць паўнацэннымі ведамі, 
яны з цяжкасцю засвойваюцца і вельмі хутка забываюцца.
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Усе пералічаныя вышэй асноўныя патрабаванні да вучэбнага 
дапаможніка падпарадкаваны галоўнай мэце - арганізацыі вучэбнага 
працэсу студэнта. Перапрацаваўшы ўвесь матэрыял і рашыўшы ўсе 
задачы, змешчаныя ў вучэбны дапаможніку, студэнт набудзе 
патрабуемыя веды па тэорыі і навыкі ў рашэнні прыкладаў і задач і ў 
выніку падрыхтуецца да вывучэння іншых дысцыплін, у якіх 
выкарыстоўваюцца дыферэнцыяльныя і інтэгральныя ўраўненні, 
элементы варыяцыйнага злічэння.

Структура вучэбнага дапаможніка такая: увесь матэрыял 
разбіты на асноўны і дадатковы (з-за розніцы ў вучэбных праграмах 
для матэматычных і фізіка-тэхнічных спецыяльнасцяў); асноўны 
раздзел змяшчае восем глаў, дадатковы - тры дадаткі, прычым 
дадатак III змяшчае дзве главы IX і X; главы разбіты на параграфы. 
Кожная глава заканчваецца заданнямі для самастойнай працы. 
Пытанне аб тым, якая частка матэрыялаў з гэтых глаў уключаецца ў 
лекцыйны курс, залежыць ад кантынгенту слухачоў і вырашаецца 
лектарам. Па гэтай прычыне і для зручнасці доказы ўсіх 
прыведзеных у вучэбны дапаможніку тэарэм змешчаны ў асобных 
дадатках для кожнага тома. Так, напрыклад, па курсу 
«Дыферэнцыяльныя ўраўненні» для спецыяльнасці «Матэматыка» 
выкарыстоўваецца толькі матэрыял глаў I - VI асноўнай часткі, 
дадаткаў I, II і главы X дадатку III; па курсу «Дыферэнцыяльныя і 
інтэгральныя ўраўненні» для спецыяльнасці «Фізіка» 
выкарыстоўваецца матэрыял глаў I - V, VII асноўнай часткі, главы 
IX дадатку III і прыводзіцца доказ некалькіх тэарэм (па выбары 
лектара), змешчаных у дадатках I, II. Для матэматычных і фізіка- 
тэхнічных спецыяльнасцяў, дзе адсутнічае курс «Лікавыя метады» 
альбо роднасны яму, пры падборы матэрыялу па дыферэнцыяльных і 
інтэгральных ураўненнях выкарыстоўваецца глава VIII.

Главы ў раздзелах вучэбнага дапаможніка маюць суцэльную 
нумарацыю, а параграфы нумаруюцца ў межах кожнай главы. 
Формулы, тэарэмы і лемы пранумараваны ў межах главы, a 
прыклады, практыкаванні і заўвагі - у межах параграфа. Спасылкі, 
як правіла, робяцца на формулы дадзенай главы. У выпадку ж
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спасылак на формулы, што знаходзяцца ў іншых главах, указваецца 
нумар главы, нумар параграфа і нумар адпаведнай формулы. 
Напрыклад, формулу (5.2.8) трэба шукаць у главе V, § 2 пад нумарам 
(8). Пры спасылках на параграф, тэарэму або лему той жа главы 
ўказваецца толькі іх нумар, а калі яны змешчаны ў іншай главе, то 
перад гэтым нумарам указваецца і нумар главы. Спасылка на § 7.1 
азначае, што § 1 трэба шукаць у главе VII.

У спасылках на прыклады, заўвагі або практыкаванні той жа 
главы ўказваецца і нумар параграфа. Калі ж яны змешчаны ў іншай 
главе, то перад іх асабістым нумарам і нумарам параграфа даецца 
нумар главы. Напрыклад, заўвага 5.4.3 змяшчаецца ў главе V, § 4 пад 
нумарам 3.

Тэарэмы, сцвярджэнні, лемы, прыклады і практыкаванні для 
большай лагічнай выразнасці выдзяляюцца.

Пяройдзем да агляду зместу першага тома кнігі. Першая гла- 
ва прысвечана дыферэнцыяльным ураўненням першага парадку і ў 
значнай ступені адыгрывае ролю ўводзін у тэорыю дыферэнцыяль- 
ных ураўненняў, паслядоўна выкладзеную ў наступных главах. У 
гэтай главе разам з асноўнымі паняццямі, азначэннямі і метадамі 
інтэгравання прасцейшых дыферэнцыяльных ураўненняў першага 
парадку нададзена ўвага такім пытанням, як існаванне, адзінасць, 
працяг іх рашэнняў, залежнасць ад пачатковых дадзеных і пара- 
метраў.

У II і III главах, прысвечаных адпаведна тэорыі лінейных 
ураўненняў і сістэм, у дадатак да звычайнага матэрыялу разглядаюц- 
ца лінейныя сістэмы з перыядычнымі каэфіцыентамі, са зменнымі 
каэфіцыентамі, інтэгравальныя ў замкнутай форме, функцыя Грына 
краявой задачы, інтэграванне з дапамогай радоў - метад, які з’яўля- 
ецца адным з асноўных метадаў даследавання дыферэнцыяльных 
ураўненняў у прыкладаннях.

Вучэбны дапаможнік павінен абавязкова змяшчаць матэрыял, 
блізкі да якіх-небудзь напрамкаў сучасных даследаванняў і да 
прыкладанняў. Таму ў IV главе разам з класічнымі пытаннямі 
агульнай тэорыі сістэм дыферэнцыяльных ураўненняў, такімі як
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існаванне і адзінасць рашэнняў, дыферэнцавальнасць рашэнняў па 
пачатковых дадзеных і параметрах і непарыўная залежнасць ад іх, 
разглядаюцца пытанні тэорыі аўтаномных сістэм, іх уласцівасці, 
метад нармальных формаў.

У большасці выпадкаў задача знаходжання рашэнняў дыфе- 
рэнцыяльных ураўненняў не прыводзіцца да вылічэння інтэгралаў ад 
вядомых функцый. Гэтыя абставіны прымушаюць вывучаць уласці- 
васці рашэнняў непасрэдна па дыферэнцыяльнаму ўраўненню. 3 геа- 
метрычнага пункту гледжання рашэнне ўраўнення ўяўляе сабой не- 
каторую лінію - інтэгральную крывую. Можна вывучаць агульныя 
ўласцівасці такіх інтэгральных крывых, іх асаблівыя пункты, агуль- 
нае размяшчэнне крывых сямейства і г.д. 3 гэтага пункту гледжання 
вывучэнне дыферэнцыяльных ураўненняў праводзіцца ў так званай 
якаснай тэорыі, элементы якой змешчаны ў V главе «Устойлівасць 
дынамічных сістэм». У гэтай главе вывучаюцца ўстойлівасць па пер- 
шаму набліжэнню, асновы першага і другога метадаў Ляпунова, пра- 
ведзена даследаванне фазавага партрэта дынамічнай сістэмы дыфе- 
рэнцыяльных ураўненняў другога парадку, метадамі якаснай тэорыі 
даследуюцца сістэмы дыферэнцыяльных ураўненняў, што з’яўляюц- 
ца матэматычнымі мадэлямі, напрыканцы главы разгледжана ўстой- 
лівасць лінейных нестацыянарных сістэм.

У дадатку I прыведзены доказы ўсіх асноўных тэарэм перша- 
га тома кнігі. Яшчэ раз падкрэслім, што такая структура даззоліць 
даступна і зручна карыстацца вучэбным дапаможнікам шырокім 
колам чытачоў, у залежнасці ад іх спецыяльнасці і мэты карыстання. 
Кніга можа быць выкарыстана і студэнтамі універсітэтаў, і 
тэхнічных ВНУ ўсіх форм навучання для арганізацыі самастойнай 
працы, выкладчыкамі - пры падрыхтоўцы лекцыйных курсаў, 
практычных і лабараторных заняткаў. Інжынерам і навукова- 
тэхнічным працаўнікам дапаможа атрымаць неабходную 
інфармацыю па практычнаму прымяненню дыферэнцыяльных і 
інтэгральных ураўненняў.

Некаторыя асноўныя абазначэнні, што пастаянна выкарыс- 
тоўваюцца ў вучэбным дапаможніку:

1а Зак. 970 9



R - мноства сапраўдных лікаў;
N - мноства натуральных лікаў;
Z - мноства цэлых лікаў;
R+ - мноства дадатных сапраўдных лікаў;

Rn - п -мерная сапраўдная прастора;
Сп - п -мерная камплексная прастора;
х = colon(x!,...,X") вектар-функцыя л-мернай прасторы Rn ■,

A(t) =
a^t), j = Rn

- матрыца, якая складаецца з п радкоў і

п слупкоў;
det А або | Я | - дэтэрмінант матрыцы A ;

Sp A - след матрыцы A ;

A* - матрыца, спалучаная з матрыцай А;
A' - матрыца, транспанаваная да A ;
| х | - модуль ліку х;

[х] - цэлая частка ліку х;

^х\А(х)] або {х: А(х)} - мноства элементаў х, якія адпавядаюць 
умове А(х)-

Е — адзінкавая матрыца;
(а;Ь) —інтэрвал;
[a;b]- адрэзак;

к =0,п — к набывае цэлыя значэнні ад 0 да п;
х & X - х ёсць элемент мноства X;
х $ X - элемент х не належыць мноству X;
V х - для кожнага х;
3 х - існуе х;
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X a Y - мноства X ёсць падмноства мноства Y;
A U В - аб'яднанне мностваў A і В;
А{}В - перасячэнне мностваў A і В ■,
Re z - сапраўдная частка камплекснага ліку z;
Imz — уяўная частка камплекснага ліку z;

dx
x(t) = x'(t) = — - вытворная па зменнай t (сімвал ' прымяняецца

толькі для абазначэння вытворнай скалярнай 
функцыі);

dtn
= - знак тоеснай роўнасці;
= - знак набліжанай роўнасці;
def
= - роўна паводле азначэння;
М^ - мінор элемента ау;
А^ - алгебраічны дадатак элемента atJ ;

Q - матрыцант;

A(t) = diag(an(t),a22(t),...,ann(t)) - дыяганальная матрыца;

|| Л^t J - норма матрыцы A(t)‘,

\х(t)\ - норма вектара x(t) -,

х'у ((х,у)) - скалярны здабытак вектароў хіу;

(л х л) - матрыца з п слупкоў і п радкоў;
f (X) - мноства значэнняў функцыі f на X \
sup f (М) - дакладная верхняя мяжа функцыі f(M) на мностве D;

D
inf f (^) - дакладная ніжняя мяжа функцыі f(M) на мностве D;
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max f (M) - найбольшае значэнне функцыі f(M) на мностве D;

min f (M) - найменшае значэнне функцыі f(M) на мностве D;

lim f (x) - ліміт функцыі /('х^калі x імкнеццада a ; 
x—ta
f (x + 0) - ліміт справа функцыі f y пункце x ;
f (x — 0) - ліміт злева функцыі f y пункце x;
exp(f (x)^ - экспанентавы выраз e^tx);

Oxyz - прамавугольная дэкартава сістэма каардынат у прасторы;
Ox, Oy, Oz - каардынатныя восі;
Oxy, Oyz, Oxz - каардынатныя плоскасці;
о(а) - бясконца малая велічыня больш высокага парадку малечы- 

ні, чым a;
оо

X ап ~ Рад 3 элементаў ап;
п=1

п
Pj - здабытак п элементаў р}.

J=i
У выпадку іншых абазначэнняў гл. спасылкі ў адпаведных 

главах або параграфах.
Адзначым, што пры выкладанні стандартных пытанняў тэо- 

рый дыферэнцыяльных або інтэгральных ураўненняў былі выкарыс- 
таны падручнікі і дапаможнікі розных аўтараў. Усе яны ўказаны ў 
спісе літаратуры. Задачы і прыклады, як правіла, узяты з вядомых 
зборнікаў задач па адпаведных раздзелах, яны падбіраліся так, каб 
дапоўніць тэарэтычную частку асноўнага тэксту і паказаць цесную 
сувязь з практыкай. Некаторыя практыкаванні, змешчаныя ў 
вучэбным дапаможніку, з’яўляюцца трывіяльнымі, а некаторыя з іх 
могуць служыць тэматыкай курсавых работ па дысцыпліне 
«Дыферэнцыяльныя ўраўненні» для спецыяльнасці «Матэматыка».

Аўтары выказваюць глубокую падзяку прафесарам 
В.І.Громаку і В.І.Міроненка, член-карэспандэнту Беларускай акадэ-
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міі адукацыі Ю.А.Быкадораву за цэнныя заўвагі, якія садзейнічалі 
паляпшэнню зместа кнігі. Асабліва ўдзячны аўтары калектыву ка- 
федры дыферэнцыяльных ураўненняў Белдзяржуніверсітэта за 
вельмі карыснае абмеркаванне рукапісу кнігі.

У заключэнні хочацца выказаць упэўненасць, што дадзеная 
кніга будзе садзейнічаць павышэнню матэматычнай культуры чыта- 
чоў з рознымі запытамі да аб’ёму матэматычных ведаў па дыферэн- 
цыяльных і інтэгральных ураўненнях. Спадзяёмся, што прапанава- 
ная схема пастраення вучэбнага дапаможніка будзе цікавай і для 
выкладчыкаў, ужо знаёмых з прадметам.



ГЛАВАI
УРАЎНЕННІПЕРШАГА ПАРАДКУ

§ 1. Агульныя ўраўненні першага парадку

Дыферэнцыяльным ураўненнем называецца роўнасць, якая 
звязвае незалежныя зменныя, іх функцыю і вытворныя гэтай функ- 
цыі.

Найвышэйшы парадак вытворнай, што ўваходзіць ва ўраў- 
ненне, называецца парадкам гэтага ўраўнення. Дыферэнцыяльныя 
ўраўненні, у якіх невядомая функцыя залежыць толькі ад адной не- 
залежнай зменнай, называюць звычайнымі дыферэнцыяльнымі 
ўраўненнямі.

Будзем разглядаць звычайныя дыферэнцыяльныя ўраўненні 
першага парадку, гэта значыць судачыненні, якія звязваюць шука- 
ную функцыю, незалежную зменную і першую вытворную ад шука- 
най функцыі. Самае агульнае дыферэнцыяльнае ўраўненне першага 
парадку мае выгляд:

F(t,x,x) = 0, (Г)

дзе F - зададзеная функцыя зменных t, х,х;х = —. Напрыклад, 
at

х* - 2x + t2 = 0 - дыферэнцыяльнае ўраўненне першага парадку.
Адзначым, што функцыя F можа задавацца не для ўсіх зна- 

чэнняў яе аргументаў; таму будзем гаварыць пра абсяг задання гэтай 
функцыі В.

Калі разглядаемае ўраўненне вызначае х як няяўную функ- 
цыю двух астатніх аргументаў, то яго можна запісаць у выглядзе, 
вырашаным адносна х:

x = f(t,x), (1)
дзе / - зададзеная функцыя зменных t,x.

Рашэннем дыферэнцыяльнага ўраўнення (Г) называецца та- 
кая функцыя х = ф(1) незалежнай зменнай t, вызначаная на нека- 
торым інтэрвале I = (t1;t2) (выпадак ti = -<», t2 = +» не выклю-
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чаецца), што пры падстаноўцы х = ф(7) у судачыненне (Г) атрымлі- 
ваецца тоеснасць на ўсім інтэрвале I. Інтэрвал I называюць 
інтэрвалам вызначэння рашэння ty(t).

Напрыклад, функцыя х = е~' з’яўляецца рашэннем дыфе- 
рэнцыяльнага ўраўнення першага парадку х+х=0 на інтэрвале 
f-oo, +оо). Пераканацца ў гэтым можна непасрэднай падстаноўкай у

дадзенае ўраўненне х і х = -е .
Адзначым, што, па-першае, падстаноўка х = <р(У) у (Г) можа 

быць выканана толькі тады, калі функцыя (p(7J на ўсім інтэрвале I 
мае першую вытворную, па-другое, пры адвольным значэнні tel 
пункт з каардынатамі (г, ф^//ф^/^) павінен належаць мноству В, 

дзе вызначана функцыя F.
Для апісання геаметрычнага сэнсу рашэння х = ф(^) ураў- 

нення (1) разгледзім каардынатную плоскасць Р зменных t і х, 
прычым t, як незалежную зменную, адкладваем па восі абсцыс, а х, 
як залежную зменную, па восі ардынат. Функцыя / можа задавацца
не для ўсіх значэнняў сваіх аргументаў Z і х, гэта значыць не ва 
ўсіх пунктах плоскасці Р, а толькі ў пунктах некаторага мноства D 
плоскасці Р. Адносна D будзем меркаваць усюды далей, што гэтае 
мноства адкрытае. Будзем дапускаць таксама, што функцыя f і яе

Э/
частковая вытворная — — непа- 

ох
рыўныя функцыі зменных t, х на
D. Рашэнне х = ф(/) ураўнення
(1) будзе геаметрычна ўяўляць у 

t плоскасці Р крывую з
ураўненнем х = ф(/) (мал. 1). Гэ-

Мал. 1 тая крывая ў кожным пункце мае 
датычную і поўнасцю змяшчаецца ў абсягу D. Яна называецца 
інтэгральнай крывой дыферэнцыяльнага ўраўнення (1). Іншымі сло- 
вамі, інтэгральная крывая - графік рашэння х = ф(/).
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Задачай Кашы называюць задачу знаходжання рашэння 
х = x(t) ураўнення (1), якое задавальняе ўмове

x(t0) = x0, (toxo)eD. (2)
Mae месца

Тэарэма 1. Калі функцыя f(t,x) непарыўная і мае непа- 
Э/

рыўную вытворную — у абсягу D, то рашэнне дыферэнцыяльнага 

ўраўнення (1) пры пачатковай умове (2) існуе, і яно адзінае, гэта зна- 
чыць, праз пункт (/0,х0) праходзіць адзіная інтэгральная крывая 
дадзенага ўраўнення.

Абсяг D будзем называць абсягам адзінасці для ўраўнення (1).
Заўвага 1. Адзінасць тут разумеецца ў наступным сэнсе:

функцыя ^(t), вызначаная на інтэрвале / = (//;Z2), супадае з
функцыяй \f(t), вызначанай на інтэрвале I, = (st;s2), там, дзе яны 
абедзве вызначаюцца, але інтэрвалы іх вызначэння / і /; не абавяз- 
кова аднолькавыя.

Заўвага 2. Больш агульную фармулёўку тэарэмы існавання і 
адзінасці рашэння ўраўнення (1) пры ўмовах (2) гл. у § 12.

Няхай D - некаторы абсяг адзінасці для ўраўнення (1).
Агульным рашэннем дыферэнцыяльнага ўраўнення (1) у абся- 

гу D называецца функцыя
x = (p(t,C), 

якая залежыць ад адной адвольнай пастаяннай С і задавальняе на- 
ступным умовам:

1) яна задавальняе ўраўненню (1) пры любых дапушчальных 
значэннях пастаяннай С;

2) якія б ні былі пачатковыя ўмовы (2), можна падабраць та- 
кое значэнне Cq пастаяннай С, што рашэнне х = (p(t,C0) будзе 
задавальняць пачатковай умове (2).

Усякае рашэнне x = <p(f,C0), якое атрымліваецца з агуль- 
нага рашэння x = (p(t,C) пры канкрэтным значэнні С=Сд,назы-
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ваецца частковым рашэннем.
Судачыненне Ф(і,х,С) = 0, якое няяўна вызначае агульнае 

рашэнне, называецца агульным інтэгралам дыферэнцыяльнага ўраў- 
нення (1). Судачыненне, якое атрымліваецца з агульнага інтэграла 
пры канкрэтным значэнні пастаяннай С, называецца частковым 
інтэгралам ураўнення (1).

Працэс знаходжання рашэння дыферэнцыяльнага ўраўнення 
называецца інтэграваннем дыферэнцыяльнага ўраўнення.

Агульнаму рашэнню ўраўнення (1) л = ф(/,О адпавядае на 
плоскасці (t,x) сямейства інтэгральных крывых, якія залежаць ад 
адвольнага параметру С, у той час як частковаму рашэнню, што за- 
давальняе пачатковай умове (2), адпавядае тая крывая сямейства, 
якая праходзіць праз зададзены пункт Мо (t0,x0 ).

Дыферэнцыяльнае ўраўненне (1) устанаўлівае залежнасць па- 
dx 

між каардынатамі пункта і вуглавым каэфіцыентам датычнай — да 
at

графіка рашэння ў гэтым жа пункце. Ураўненне (1) вызначае поле
напрамкаў (мал. 2).

Мал. 2

Задача інтэгравання гэтага ўраўнен- 
ня заключаецца ў тым, каб знайсці 
інтэгральныя крывыя, напрамак да- 
тычных да якіх у кожным пункце 
супадае з напрамкам поля.

Геаметрычнае месца пунктаў 
плоскасці (t,x), у якіх нахіл да- 
тычных да рашэння ўраўненняў (1) 
адзін і той жа, называецца ізаклінай.

Ураўненне ізаклін мае выгляд
к = f(t,x), дзе к- пастаянная. 3 дапамогай ізаклін можна пры-
блізна будаваць рашэнні ўраўнення (1) ( гл. [1], глава I, § 1, с. 16; [2], 
глава I, § 1, с. 13).

Вялікае значэнне для тэорыі дыферэнцыяльных ураўненняў 
мае пытанне аб існаванні рашэння задачы Кашы і адзінасць гэтага
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рашэння.
Так, напрыклад, для ўраўнення х = 2t задача Кашы з любымі 

пачатковымі дадзенымі {t0,x0) мае адзінае рашэнне. Сапраўды, усе 
рашэнні гэтага ўраўнення змяшчаюцца ў формуле x = t2 +С. Пад- 
стаўляючы пачатковыя дадзеныя, знойдзем, што С = х0 -102. Такім 

чынам, шуканае рашэнне мае выгляд х = t + х0 —t0 . Іншых ра- 
шэнняў з пачатковымі дадзенымі няма.

Калі правая частка ўраўнення (1) не вызначана ў пункце (t0, 
х0), а вызначаецца толькі ў некаторым яго наваколлі, то ўзнікае 
пытанне аб існаванні інтэгральных крывых, якія прымыкаюць да гэ- 

х . /
тага пункта. Так, напрыклад, для ўраўненняў х = —, х = —— такім

пунктам з’яўляецца пачатак каардынат.
Рашэнне дыферэнцыяльнага ўраўнення (1), якое ва ўсіх сваіх 

пунктах не задавальняе ўласцівасці адзінасці (гэта значыць, што ў 
любым наваколлі кожнага пункта (t,x) існуюць, прынамсі, дзве 
розныя інтэгральныя крывыя, што праходзяць праз гэты пункт), 
будзем называць асаблівым.

Заўвага 3. Аб асаблівых рашэннях ураўнення F(t,x,x) = 0
гл. § 11.

Асаблівым рашэннем з’яўляецца агінальная сямейства інтэ- 
гральных крывых (калі яна існуе), гэта значыць лінія, якая ў кожным 
сваім пункце датыкаецца хоць бы адной інтэгральнай крывой.

Асаблівыя рашэнні не атрымліваюцца з агульнага рашэння 
дыферэнцыяльнага ўраўнення ні пры якіх значэннях адвольнай па- 
стаяннай С (у тым ліку і пры С = ±«).

Для існавання асаблівага рашэння ўраўнення (1) неабходна, 
каб не выконваліся ўмовы тэарэмы 1. Так, напрыклад, калі правая 
частка ўраўнення (1) непарыўная ў разглядаемым абсягу D, то 
асаблівыя рашэнні могуць праходзіць толькі праз тыя пункты, дзе 

V
вытворная — становіцца бясконцай. У прыватнасці, для ўраўнення 

дх
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x = 3x3 (3)
2

функцыя f = Зх3 усюды непа- 
рыўная. Аднак пры х = 0, гэта 
значыць на восі Ot, вытворная 

— ператвараецца у бясконцасць. 
дх

Ураўненне (3) мае агульнае ра- 
шэнне х=(t+tf - сямейства ку-

Мал. 3 бічных парабал. Відавочна, што
х = 0 таксама з’яўляецца рашэннем. Але ў сілу таго, што праз 
кожны яго пункт праходзіць і кубічная парабала, і прамая х = 0, 
рашэнне х = 0 з’яўляецца асаблівым.

Лёгка бачыць, што асаблівае рашэнне х = 0 не атрымліваец- 
ца з рашэння x = (t + C)3 ні пры якім лікавым значэнні параметра
С, ні пры С = ±°° (мал. 3).

Тэарэма 1 дае толькі неабходныя ўмовы для існавання асаб-

лівага рашэння. Мноства пунктаў, дзе вытворная — не абмежава- 
дх

ная, калі яно з’яўляецца крывой, можа і не быць асаблівым рашэн- 
нем ужо таму, што гэтая крывая не з’яўляецца інтэгральнай крывой 
ураўнення (1).

Для знаходжання асаблівага рашэння неабходна: 
df

1) знайсці мноства пунктаў, дзе — ператвараецца ў бяскон- 
ах

цасць;
2) калі гэта мноства пунктаў утварае адну або некалькі кры- 

вых, праверыць, ці з’яўляюцца яны інтэгральнымі крывымі 
ўраўнення (1);

3) калі гэта інтэгральныя крывыя, праверыць, ці парушаецца 
ў кожным іх пункце ўласцівасць адзінасці, гэта значыць, ці з’яўля-

19



юцца яны агінальнымі.

Так, для ўраўнення х = +у1 - х2 агульнае рашэнне мае вы-

гляд х = sin(t + С). Мноствамі пунктаў, у якіх — ператвараецца ў 
ах

бясконцасць, будуць пункты, якія ляжаць на прамых х = 1, х = -1. 
Лёгка бачыць, што х = 1, х = -1 ёсць рашэнні разглядаемага ўраў- 
нення, прычым прамыя х = 1, х = —1 з’яўляюцца агінальнымі ся- 
мейства інтэгральных крывых х = sin(t + С). Такім чынам, х = 1, 
х = -1 з’яўляюцца асаблівымі рашэннямі.

§ 2. Прынцыпы складання дыферэнцыяльных ураўненняў

Да складання і інтэгравання дыферэнцыяльных ураўненняў 
прыводзяць шматлікія задачы матэматыкі, а таксама іншых навук - 
фізікі, біялогіі, хіміі і г.д.

Пры рашэнні геаметрычных задач будуецца чарцёж, а шука- 
ная крывая абазначаецца праз у = у(х) (пры рашэнні задачы ў 
прамавугольных каардынатах). Усе названыя ў задачы велічыні 
выражаем праз х, у, у'. Тады дадзенае ва ўмове задачы судачыненне 
ператвараецца ў дыферэнцыяльнае ўраўненне, з якога і знаходзіцца 
шуканая функцыя у(х).

Прыклад 1. Знайсці крывыя, датычныя да якіх у любым 
пункце ўтвараюць роўныя вуглы з палярным радыусам і палярнай 
воссю.

Рашэнне. Згодна з прапанаванай схемай, рашэнне задачы па- 
чынаем са схематычнай пабудовы чарцяжа. Няхай у = у(х) - шука- 
ная крывая. Знойдзем каардынаты пункта А, які належыць і датыч- 
най да шуканай крывой, і восі Ох (мал. 4). Калі Y, X - шуканыя 
каардынаты, то яны павінны задавальняць сістэме ўраўненняў

(Y-y = y'(X-x),
‘ Y = 0.
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Вырашаючы гэтую сістэму адносна X, Y, атрымліваем, што пункт 
у

А мае каардынаты (х- —, 0) .3 умовы задачы вынікае роўнасць
У

\OM\ = \OA\, пры пераводзе якой на 
мову зменныхх, у, у' будзем мець

2 х - (4)

Ураўненне (4) з’яўляецца шуканым 
ураўненнем для знаходжання невядо- 
май функцыі у(х). Для рашэння 
ўраўнення (4) зручна перайсці да 
палярных каардынат х = rcos(^, 
у = r sin ty . Тады атрымліваем

Мал. 4
r' sin (р + rcos ср

У = “-------------:—r cosq-rsinq
dr

d^)
(5)

Падстаўляючы х,у і у', зададзенае формулай (5), у (4), будзем 
мець

±г'$іпф = r+ гсоэф
або

dr 1 + cos ф
r sinty

dq.

Інтэгруючы, атрымаем:
dr 

a) — =
7-созф

Sin(p
dq,

dr ф
— = t§^dq,
r

ф С
Іпг = -2 Ineos— + In —

2 2
dr 

б) —
1 + cosy

sinty
dr 

dq, - — 
r

, ф с
rcos — = r(J + cosy) = С.

Ф= ctg-dq,
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ф С
- Inr = 2lnsin~ - In —, 

2 2
r sin

2 Ф _ £
2 2’

1-cosq C 
r------ -----= —, r(l-cosq) = C.

Аб’ядноўваючы разам вынікі, атрымаем, што крывыя, якія валода- 
юць патрабуемай у задачы ўласцівасцю, задаюцца ў палярных каар- 
дынатах формулай

r(/±cos<p) = С.
Рашэнне фізічных задач, якія прыводзяць да дыферэнцыяль- 

ных ураўненняў першага парадку, разбіваецца на наступныя этапы: 
1) адну з велічынь выбіраем у якасці незалежнай зменнай, другую - у 
якасці шуканай функцыі;
2) вырашаем, на колькі зменіцца шуканая функцыя х, калі 
незалежная зменная t атрымае прырост Д/, гэта значыць выражаем 
рознасць x(t + Д/) - x(t) праз велічыні, аб якіх ідзе гаворка ў зада-
чы;

3) падзяліўшы гэтую рознасць на Д/ і перайшоўшы да ліміту 
пры Д/ —> 0, атрымліваем дыферэнцыяльнае ўраўненне, з якога 
можна знайсці шуканую функцыю. Значэнні пастаянных, што ўвахо- 
дзяць у агульнае рашэнне дыферэнцыяльнага ўраўнення, вызна- 
чаюцца пры дапамозе ўмоў, указаных у задачы.

Часам, карыстаючыся фізічным сэнсам вытворнай, калі не- 
dx

залежная зменная - час t, — - скорасць змянення велічыні х, ды- 
dt

ферэнцыяльнае ўраўненне можна скласці больш проста.
Прыклад 2. У паветры пакоя аб’ёмам 200 м3 змяшчаецца 

0,15 % вуглякіслага газу (СО2). Вентыляцыя падае ў мінуту 20 м3 
паветра, у якім змяшчаецца 0,04 % СО2. Праз які час колькасць вуг- 
лякіслага газу ў паветры пакоя паменшыцца ўтрая? (Газ, які пасту- 
пае, у выніку перамешвання размяркоўваецца раўнамерна).

Рашэнне. Няхай у момант часу t у паветры пакоя змяшчаец- 
ца x(t) вуглякіслага газу. Знойдзем прырост функцыі х(/) за перы-
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яд часу At.
4 x(t) + a

Ax = 2 0 -At ■ -77777 -20- At- ———, a —> 0, пры At ^0.
10000 200

Лічым, што колькасць паветра ў пакоі будзе адной і той жа - сціску 
не адбываецца. Падзяліўшы апошняе ўраўненне на At і 
перайшоўшы да ліміту пры At—>0, атрымаем

і = 750^2~25х^ (6)

або
250х = 2-25х, 

dx dt 
~25х^2=~250'

1 t 1
Інтэгруючы, будзем мець — Іп(25х - 2) = - —— + — In С,,

^ J J

ln(25x-2) = -— + lnCI, 25х - 2 = С/■ е 10,

х = 0,08 + Се~10 . (7)
Формулай (7) даецца агульнае рашэнне ўраўнення (6). Карыстаючы-

ся дадзенымі задачы, менавіта х(0) = 200 •
15

10000
= 0,3 (м3), зной-

дзем значэнне пастаяннай С:
0,3 = 0,08+ С, С = 0,22.

Такім чынам, закон змянення СО2 у паветры пакоя ў залеж- 
насці ад часу апісваецца формулай {t -у .мін, х - у№)

t
x(t) = 0,08 + 0,22e 10.

Калі Г—невядомы час, праз які колькасць вуглякіслага газу памен- 
шыцца ўтрая, тады х(Т) = 0,1. Канчаткова атрымліваем
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— 1
0,1 = 0,08 + 0,22е 10; — = е‘°; Т = lOlnll ^ 24мін.

Значыць, прыблізна праз 24 мін у паветры пакоя ўтрая паменшыцца 
першапачатковая колькасць газу СО2 .

Прыклад 3. За 30 дзён распалася 50% першапачатковай 
колькасці радыёактыўнага рэчыва. Праз колькі часу застанецца 1% 
ад першапачатковай колькасці ?

Рашэнне. Няхай у момант часу t будзе x(t) радыёактыў- 
нага рэчыва. Згодна з законам радыёактыўнага распаду (колькасць 
радыёактыўнага рэчыва, што распадаецца за адзінку часу, прапарцы- 
янальная колькасці гэтага рэчыва, якое ёсць у разглядаемы момант), 

dx 
дыферэнцыяльнае ўраўненне запішацца так: — = -кх. 

at
Калі за першапачатковую колькасць рэчыва лічыць х0, то 

хопраз 30 дзён яго стане —. Такім чынам, маем краявыя ўмовы

х(О) = хо, х(30) =
2

. Агульнае рашэнне атрыманага ўраўнення

мае выгляд х = Се кі. Падстаўляючы краявыя ўмовы, знаходзім С 

і к . Пры гэтым С = х0, к Улічваючы гэтыя значэнні і пат- 

рабаванне задачы, з формулы агульнага рашэння атрымліваем 
In 2Хп t 60

—— = хое 30 ; 1g 100 = ~lg2; t = — ~200 (дзён).
100 30 lg2

Такім чынам, прыблізна праз 200 дзён застанецца 1% ад пер- 
шапачатковай колькасці радыёактыўнага рэчыва.

§ 3. Прасцейшае дыферэнцыяльнае ўраўненне 
першага парадку

Самым простым дыферэнцыяльным ураўненнем першага па-
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радку з’яўляецца ўраўненне выгляду
x = f(t), (8)

дзе f (t) - зададзеная функцыя, непарыўная на некаторым інтэрвале 
І — (а;Ь). У дадзеным выпадку задача знаходжання рашэння 
x — x(t) ёсць класічная задача матэматычнага аналізу аб адшукван- 
ні функцыі па яе вытворнай. Як вядома, гэта задача рашаецца пры 
дапамозе паняцця першавобразнай

x = jf( t)dt.

Паколькі ўсе першавобразныя адрозніваюцца адна ад другой на па- 
стаянную, то любое рашэнне можна запісаць у выглядзе 

/ t
x = C + \f(x)dx = x(t0)+jf(x)dx, toel, (9)

<0 ^в

дзе С ёсць значэнне x(t) пры t = t0. Рашэнне (9) вызначана на 
ўсім інтэрвале.

Выраз (9) дае ўсе першавобразныя функцыі для f(t), таму 
формула (9) змяшчае ўсе рашэнні ўраўнення (8). У гэтым выпадку 
кажуць, што (9) ёсць агульнае рашэнне ўраўнення (8).

Прыклад 1. Знайсці агульнае рашэнне ўраўнення 
dx , 
— = 4t3 (10)
dt

і выдзеліць рашэнне, якое задавальняе пачатковай умове х = 1 пры 
t = 0, гэта значыць выдзеліць інтэгральную крывую, што прахо- 
дзіць праз пункт (0,1).

Рашэнне. Правая частка ўраўнення (10) непарыўная пры 
ўсіх t. Агульнае рашэнне мае выгляд

x = t4+C. (11)
Усе інтэгральныя крывыя атрымліваюцца з любой з іх, напрыклад, з 
х = t4 (мал. 5), зрухам, паралельным восі Ох . Падстаўляючы ў (11) 
х = 1, t = 0, атрымаем С = 1. Шуканае рашэнне запішацца ў вы-
глядзе
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x = t4+l. (12)
Іншых рашэнняў, задавальняючых зададзенай пачатковай умове, ня- 
ма. Праз пункт (0, 7) праходзіць адна інтэгральная крывая (12).

Рашэнне (12) мае мінімум пры t = 0. Гэтую ўласцівасць лёг-
ка заўважыць па выглядзе самога дыфе- 
рэнцыяльнага ўраўнення (10), таму што ў 

dx
ім вытворная— ператвараецца ў нуль 

at
пры t = 0 і змяняе знак з «-» на «+» пры 
пераходзе t праз t = 0.

Такім чынам , вось х з’яўляецца 
лініяй мінімумаў інтэгральных крывых. У 
сілу таго, што правая частка ўраўнення 
(10) ператвараецца ў нуль пры t = 0, да- 

тычная да інтэгральнай крывой у пунктах
перасячэння гэтай крывой з воссю х павінна быць паралельнай восі t.

Дапусцім, што правая частка ўраўнення (8) мае пункт разрыву 
t — с унутры або на мяжы інтэрвала (а,Ь) пры ўмове, што ва ўсіх
астатніх пунктах (а,Ь ) яна непарыўная. Тады да ўраўнення (8) далу-
чаецца перавернутае ўраўненне 

dt 1
dx f( t) ’ (13)

правая частка якога непарыўная пры t — с. Відавочна, што t - с 
ёсць рашэнне ўраўнення (13).

dx 1
Прыклад 2. Разгледзім ураўненне — = у, пРавая частка яко- 

га пры t = 0 ператвараецца ў бясконцасць.
Пры t^O рашэннямі будуць x = ln t +С. Разглядаючы

dt
перавернутае ўраўненне — = t, лёгка бачыць, што вось х будзе 

dx
інтэгральнай крывой, таму што абедзве часткі гэтага ўраўнення
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ператвараюцца ў нуль пры t = 0. Гэта частковае рашэнне. Яно 
з’яўляецца асімптотай рашэнняў х = In | t | + С (мал. 6).

там, дзе f (х)*0, перапісваецца як 
dx

= dt, адкуль

Мал. 6

Інтэгральнымі крывымі ўраўнення 
(14) будуць крывыя, што ўваходзяць

у агульны інтэграл (15), і прамыя х = a ,
дзе a — корань ураўнення f (х) = 0.

§ 4. Ураўненні ў поўных дыферэнцыялах

Разгледзім ураўненне

дзе функцыі P(t,x) і Q(t,x) вызначаныя і непарыўныя ў абсягу D 
плоскасці Р зменных t,x, прычым назоўнік Q(t,x) не ператвара- 
ецца ў нуль ні ў адным пункце.

Калі выраз Q(t,x)dx- Р(t, х)dt ёсць поўны дыферэнцыял не- 
каторай функцыі на ўсім абсягу D, то ўраўненне (16) называюць 
ураўненнем у поўных дыферэнцыялах.

Заўвага 1. Напомнім, што поўным дыферэнцыялам некато- 
рай функцыі u = u(t,x) называецца выраз 

du du
du = ~dt + —dx.

dt dx
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А для таго, каб дыферэнцыяльны выраз 
Q(t, х)dx - P(t,x)dt 

з’яўляўся поўным дыферэнцыялам некаторай функцыі u(t,x), неаб- 
ходна і дастаткова, каб ва ўсіх пунктах абсягу D была выканана 
ўмова

Э0 дР-^-+— = о. 
dt дх

(Доказ гэтага сцвярджэння гл. у [29], § 12.2, с. 58). Тоеснае выканан- 
не апошняй роўнасці з’яўляецца неабходнай і дастатковай прыметай 
ураўнення ў поўных дыферэнцыялах.

Сімвалічна ўраўненне (16) будзем запісваць у выглядзе ўраў- 
нення

Q(t,x)dx- P(t,x)dt = 0, (17)
левая частка якога з’яўляецца поўным дыферэнцыялам. Апошняе аз- 
начае, што існуе функцыя u(t,x), вызначаная на D, якая задаваль- 
няе ўмовам 

du(t,x) ( du(t,x)
—4-----= Q(t,x), —-— = -P(t,x). (18)

ax at
Функцыя u(t,x) можа быць знойдзена наступным чынам. Інтэгрую- 
чы першую з роўнасцяў (18) па х пры фіксаваным t і заўважаючы, 
што адвольная пастаянная ў гэтым выпадку можа залежаць ад t,
маем

u(t,x) = ^Q(t,x)dx + q(t). (19)

Затым з роўнасці

47 JC6 {’x)dx + ^(t)^-P( t.x) 

знаходзім функцыю (pf t), пасля падстаноўкі якой у (19) атрымліва- 
ем функцыю u(t,x).

Заўважым, што функцыю u(t,x) можна адшукваць, інтэгрую- 
чы другую з роўнасцяў (18) па t пры фіксаваным х, адвольная па- 
стаянная пры гэтым будзе залежаць ад х.
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Няхай x = \y(t)~ рашэнне дыферэнцыяльнага ўраўнення 
(16), вызначанае на інтэрвале I = (tj;t2\ Пакажам, што мае месца 

тоеснасць
u(t,\f(t)) = const.

Сапраўды, для ўсіх пунктаў інтэрвала маем

’ Qd.^a» 

або
Q(t,y(t))-\y(t)-P(t,4(t)) = O.

Левая частка апошняй роўнасці, у сілу (18), ёсць поўная вытворная 
па t функцыі u(t,\f(t)), так што

^-u(t,y(t)) = 0 
at

на ўсім інтэрвале 7. Адсюль вынікае (гл. [15], глава I, § 11,п. 2, с. 
279), што функцыя u(t,y(t)) ёсць канстанта на ўсім гэтым інтэр- 
вале.

Адваротна, кожная функцыя x = \\f(t), зададзеная на некато- 
рым інтэрвале 7 і азначаемая як няяўная функцыя з ураўнення

u(t,x) = C (20)
(з адвольнай пастаяннай С), з’яўляецца рашэннем дыферэнцыяль- 
нага ўраўнення (16).

Сапраўды, няхай x — \f(t) - рашэнне ўраўнення (20), разгля- 
даемае на некаторым інтэрвале 7, так што

u(t,\y(t)) = С.
Дыферэнцуючы гэтую тоеснасць па /, у сілу (18) атрымаем 

Q(t^(t))^(t)-P(t,W(t)) = O, 
адкуль вынікае, што x-\f(t) - рашэнне ўраўнення (16).

Апошняму выніку дадзім геаметрычнае тлумачэнне: кожная ін- 
тэгральная крывая дыферэнцыяльнага ўраўнення (16) размяшчаецца 
цалкам на некаторай лініі ўзроўню функцыі u(t,x), гэта значыць 
вызначаецца ўраўненнем (20).
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Адваротна, кожная звязная частка лініі ўзроўню, гэта значыць 
графік рашэння ўраўнення (20), разглядаемага на некаторым інтэр- 
вале I = ^t];t2}, уяўляе сабой інтэгральную крывую.

Прыклад 1. Праінтэграваць дыферэнцыяльнае ўраўненне 
(2/ - 3x)dt + (2х - 3t)dx = 0.

Рашэнне. Для дадзенага ўраўнення P(t,x) = 2t - Зх, 
дР dQ

Q(t,x) = 2х - 3t, 77- = —3, -т— = -3 . Дадзенае ўраўненне з’яўля- 
ах at

ецца ўраўненнем у поўных дыферэнцыялах, таму 
дй дй
— = 2t - Зх, ~ - 2х-3t. (21)
at ax

Інтэгруючы першае з гэтых двух ураўненняў (х пры гэтым лічыцца 
пастаянным), знаходзім

u(t,x) = t2 ~3tx + ($(x), (22)
дзе (р(х)- функцыя, якую неабходна знайсці.

Дыферэнцуючы (22) па хі параўноўваючы з (21), атрымаем

- 3t + ў(х) = 2х - 3t, аакуль ў(х) = 2х, — = 2х, (о(х) = х +С/. 
dx

Падставіўшы выраз для g>(x) у роўнасць (22), знойдзем 
u(t,x) = t2 - 3tx + x2 + Ct.

Агульны інтэграл дадзенага ўраўнення запішацца ў выглядзе 
t2 - 3tx + х2 + С, — С2 або t2 — 3tx + х2 = С.

Прыклад 2. Разгледзім ураўненне х = f (t)g(х), азначанае як 
ураўненне з падзяляльнымі зменнымі. Будзем лічыць, што функцыя 
f (t) вызначаная і непарыўная на інтэрвале t, < t < t2, а функцыя 
g(x) вызначаная, непарыўная і не ператвараецца ў нуль на 
інтэрвале х, < х < х2 .

Разглядаемае ўраўненне - ураўненне ў поўных дыферэнцыя- 
лах. Менавіта яно можа быць запісана сімвалічна ў выглядзе
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dx 
g(x)

-f(t)dt = O.

Адпаведная функцыя u(t,x) задаецца формулай

х0 ‘0

Тут х0 6 (х7;х2),а х змяняецца на тым жа інтэрвале; t0 е (/7;/2), 

a t змяняецца на тым жа інтэрвале.
У сілу сказанага вышэй усе рашэнні разглядаемага ўраўнення 

атрымліваюцца як няяўныя функцыі з судачынення 
й4лтхт+с

Заўвага 2. Калі лінія ўзроўню функцыі u(t,x) можа 
складацца з некалькіх асобных кавалкаў, то ў гэтым выпадку цэлая 
лінія ўзроўню не з’яўляецца адной інтэгральнай крывой, a 
распадаецца на некалькі інтэгральных крывых. Іншымі словамі, адна 
канстанта С можа ў сілу няяўнага ўраўнення (20) вызначаць 
некалькі і нават бясконцае мноства рашэнняў.

Прыклад 3. Рашым ураўненне
x = x2cost (23)

з падзяляльнымі зменнымі. Мноствам D для яго з’яўляецца ўся 
плоскасць Р. Пры х > 0 і пры х <0 ураўненне можна рашыць спо- 
сабам, разгледжаным у прыкладзе 2. Для кожнай з паўплоскасцяў 
маем

Г^ Г j

— 7 = cos tdt
J х J 

або

- — = sint - C. 
x

Такім чынам, атрымліваем
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С - sin t
(24)

Акрамя рашэнняў, апісаных формулай (24), маем відавочнае
рашэнне

х = 0. (25)
Пакажам, што формулы (24) і (25) ахопліваюць сукупнасць усіх ра- 
шэнняў ураўнення (23). Няхай (t0,x0) - адвольнае пачатковае зна- 

чэнне. Калі х0 = 0, то ўказаныя пачатковыя значэнні рашэнне (24)

мае пры С = sint0 +—, пры х0 = 0 маем рашэнне (25). 
хо

Рашэнне (25) вызначана на інтэрвале (- <»,'+<»). Пры |С| > 7 
формула (24) вызначае таксама адно рашэнне, зададзенае на інтэрва- 
ле (- оо;+°о). Пры фіксаваным С, |С| < 7, формула (24) задае не ад- 
но рашэнне, а бясконцае мноства рашэнняў. Кожнае асобнае 
рашэнне ў гэтым выпадку вызначаецца на інтэрвале 7 = (tj,'t2), дзе 

t,,t2 - два суседніх нулі функцыі sin t - С (мал. 7).
Заўвага 3. Некаторыя дыферэнцыяльныя ўраўненні шляхам за- 

мены зменных могуць быць прыведзены да ўраўненняў з падзяляль- 
нымі зменнымі. Напрыклад, ураўненне выгляду 

dx
— = f(at + bx + с), (26)
dt

дзе f(z) — непарыўная функцыя свайго аргумента, а,Ь,с - 
пастаянныя лікі, падстаноўкай z=a t+bx+c ператвараецца ў 
дыферэнцыяльнае ўраўненне з падзяляльнымі зменнымі

dz dx
— = a+b—= a+bf(z), 
dt dt

dz
адкуль----- - —— = dt, калі a + b f (z) ^ 0 . Пасля інтэгравання 

a + b f(z)
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атрымаем
r dz

> a + bf(z)
= t + C.

(Адзначым, што карані ўраўнення 
a+b f(z) = O могуць быць рашэн- 
нямі (26), якія не ўваходзяць у атры- 
маны агульны інтэграл.) Замяняючы 
ў апошнім судачыненні z на 
a t +Ь х + с, знойдзем агульны
інтэграл ураўнення (26).

Напрыклад, ураўненне 
dx
— = 2 t+x падстаноўкай z = 2 t + х

Мал. 7 прыводзіцца да ўраўнення з падзя-
dz d х 1

ляльнымі зменнымі — - 2 = z. Ураўненне —— =------ + 1 прыво-
dt d t t-x

дзіцца да ўраўнення з падзяляльнымі зменнымі
dz 1
dt z'

z = t-х.

§ 5. Аднародныя дыферэнцыяльныя ўраўненні і ўраўненні, 
якія прыводзяцца да іх

Ураўненне віду
M(t,x) dt + N(t,x) dx = 0 (27)

называецца аднародным, калі М(t,x) і N(t,x) - аднародныя 
функцыі адной і той жа ступені т. Функцыя f(t,x) называецца 
аднароднай функцыяй ступені т, калі

f(k t,Xx) = Xmf(t,x).
Аднароднае ўраўненне (27) можа быць прыведзена да выгляду
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Пры дапамозе падстаноўкі х = zt аднароднае ўраўненне пры- 
водзіцца да ўраўнення з падзяляльнымі зменнымі ў адносінах да но- 
вай невядомай функцыі z.

Сапраўды, маем
М( t,zt)dt + N(t,zt)(zdt + tdz) = O.

У сілу азначэння аднароднага ўраўнення запішам
M(t,zt) = tmM(l,z), N(t,zt) = tmN(l,z).

Таму, пасля падстаноўкі, скарачэння на tm і групоўкі, атрымаем 
[M(l,z)+N(l,z)z]dt + tN(l,z)dz = O.

J N(l,z) d: 

Дзелячы зменныя і інтэгруючы, будзем мець t = Се мО^+^1-2)-
хЗамяняючы ў апошнім судачыненні z на —, знойдзем агульны ін- 

тэграл ураўнення (27).
Заўвага 1. Пры дзяленні зменных маглі быць згублены рашэн- 

ні віду z = а, дзе a — корань ураўнення
M(l,z)+N(l,z)z = 0.

Прыклад 1. Рашыць ураўненне 2txdt + (х2 -t2 )dx = 0.

Рашэнне. Тут М = 2tx, N — х2 - I'. Абедзве функцыі - ад- 
народныя, другой ступені аднароднасці. Мяркуючы, што х = zt, 
маем dx = tdz + zdt, так што зыходнае ўраўненне прыме від

2t2zdt + (z2t2 -12 J(tdz + zdt) = 0.

Пасля скарачэння на Г і групоўкі членаў з множнікамі dt і dz 
атрымаем

(z3 +z)dt + (z2 -l)t dz = 0 (t2=0?).
Падзелім зменныя
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dt z2 -1 ,
- + ^----- dz = O (z3+z = 0?).
t z +z

Інтэгруючы, знаходзім

~(z2 +1) = C. .
z

Вяртаючыся да шуканай функцыі х , атрымаем

t2 + х2 - Сх = 0. Гэта і ёсць агульны інтэграл дадзенага ўраўнення, 
бо t = 0 не з’яўляецца рашэннем.

Разгледзім ураўненні t2=0, z’+z = 0. Першае ўраўненне 
дае t = 0. Паўвосі восі х (t = 0 ,(х ф 0)) не з’яўляюцца рашэння- 
мі зыходнага дыферэнцыяльнага ўраўнення. 3 другога ўраўнення 
знаходзім z = 0, а значыць х = 0 (t^O). Гэтыя паўвосі восі t 
з’яўляюцца рашэннямі дадзенага ўраўнення. Рашэнні гэтыя частко- 
выя, таму што ва ўсіх пунктах мае месца адзінасць рашэння задачы 
Кашы.

Ураўненні выгляду
( a^+b^x + Cj Л 

х = f------- ;---------  \a2t + b2x + с2 )
пры \ = afb2 ~ а2 b] * 0 прыводзяцца да аднародных
падстаноўкай / = u + a, х = v + P, дзе (a , р ) - пункт
перасячэння прамых a, t +b2x + с2 = 0 і а2 t +b2 х + с2 = 0.

Калі ж Л = а2 b2 - а2 Ь2 = 0, то падстаноўка a,t + Ь^ = z
пры aj bj *0 ці а2 t +b2 х = у пры а2 Ь/ ~0, а2 Ь2 *0 прыво-
дзіць дадзенае ўраўненне да ўраўнення з падзяляльнымі зменнымі.

d х
Прыклад 2. Прывесці ўраўненне =

t-x + 1
t + х-3

да ўраўнення

з падзяляльнымі зменнымі.
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Рашэнне. Падлічым Д =
7

7
^ 0. Сістэма ўраўненняў

a - Р + 7 = 0, a + Р - 3 = 0 мае рашэнне a = 7, ^ = 2. Дапускаю-
d v u-v

чы t — u +1, х = v + 2, будзем мець —— =------  
du u + v

аднароднае

v
ўраўненне. Замена зменных z = — ці v = zu прыводзіць да 

й
ўраўнення з падзяляльнымі зменнымі

dz 1-z (l + z)dz du
z + U-— = - ---- , ------- 7 =-- .

du 1 + z l-2z-z u
Прыклад 3. Прывесці ўраўненне

(t + x + 2)dt + (2t + 2x-l)dx = 0 
да ўраўнення з падзяляльнымі зменнымі.

Рашэнне. Для гэтага ўраўнення Д =
7 7
2 2

= 0. Таму ўвядзём

падстаноўку x + t = z, dх = dz -d t. Дадзенае ўраўненне прыме
выгляд

(z + 2)dt + (2z-l)(dz-dt) = 0, 
(3-z)dt+(2 z-l)dz = 0.

2z-l
Падзяліўшы зменныя, атрымаем--------dz + dt = 0 .

3-z
Ураўненне

M(t,x)dt + N(t,x)dx -0 
называецца абагульненым аднародным, калі ўдаецца падабраць такі 
лік к, што левая частка гэтага ўраўнення становіцца аднароднай 
фўнкцыяй некаторай ступені т адносна t, х, dt, dx пры ўмове, што 
t лічыцца велічынёй першага вымярэння, х - £-га вымярэння, dt і 
dx — адпаведна нулявога і к -1 вымярэнняў. Абагульненае адна- 
роднае ўраўненне прыводзіцца да ўраўнення з падзяляльнымі змен-
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нымі падстаноўкай х = z-tk, дзе z - новая невядомая функцыя.

Прыклад 4. Рашыць ураўненне (t2х2 -1 )dx + 2tx}dt = 0.
Рашэнне. Пры зробленым у азначэнні меркаванні адносна вы- 

мярэнняў t,x,dt,dx члены левай часткі t2x2dx, —dx, 2tx3dt бу- 
дуць мець адпаведна вымярэнні Зк + ], к -1, Зк +1. Параўноўва- 
ючы іх, атрымаем умову, якой павінен задавальняць шуканы лік к. 
Гэтая ўмова выконваецца пры к = -1 (пры такім к усе члены левай 
часткі зыходнага ўраўнення будуць мець вымярэнне - 2). У выніку 
гэтага ўраўненне з’яўляецца абагульненым аднародным.

Уводзім падстаноўку x = z-t~I. Тады зыходнае ўраўненне 
прыме выгляд

z(z2 +l)dt + t(z2-l)dz = 0.
Апошняе ўраўненне з’яўляецца ўраўненнем з падзяляльнымі змен- 
нымі.

§ 6. Інтэгруючы множнік

Разгледзім ураўненне віду
P(t,x)dt + Q( t,x)dx = 0, (28)

дР dQ
дзе функцыі P(t,x) і Q(t,x) і іх частковыя вытворныя —, -т— 

dx dt
вызначаныя і непарыўныя ў абсягу D.

У некаторых выпадках, калі ўраўненне (28) не з’яўляецца 
ўраўненнем у поўных дыферэнцыялах, удаецца падабраць функцыю 
[l(t,x), непарыўную разам са сваімі частковымі вытворнымі ў 
абсягу D, пасля множання на якую левая частка (28) ператвараецца 
ў поўны дыферэнцыял. Такая функцыя ^.(t,x) называецца
інтэгруючым множнікам. Пры гэтым неабходна памятаць, што 
крывыя, у пунктах якіх інтэгруючы множнік ператвараецца ў нуль 
або ў бясконцасць, могуць аказацца пабочнымі або асаблівымі 
рашэннямі дыферэнцыяльнага ўраўнення (28). Згодна з прыметай
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ураўнення ў поўных дыферэнцыялах (гл. заўвагу 4.1) і азначэннем
дЭ

інтэгруючага множніка, маем —(\i.P) = —(\i.Q) або 
ox at

Эц Э|1 (dP dQ\
Qlt~P^ = ('^~'dFr

адкуль

dt dx dx dt
(29)

Ураўненне (29) з’яўляецца ўраўненнем з частковымі вытворнымі. 
Рашэнне гэтага ўраўнення, наогул кажучы, задача больш цяжкая, 
чым рашэнне зыходнага ўраўнення, але нам патрабуецца знайсці 
толькі адно з рашэнняў.

Адзначым некаторыя частковыя выпадкі, калі ўдаецца параў- 
нальна лёгка знайсці адно з рашэнняў ураўнення (29), гэта значыць 
знайсці інтэгруючы множнік.

Эц
Калі \l = \L(t), то — = 0 і ўраўненне (29) прыме выгляд 

dx

dt Q
. Вырашаючы яго адносна /I, атрымаем

±p_dQ 
t дх dt 
Jя—dl ц = Се Q . (30)

Можна лічыць С = 1, таму што дастаткова мець толькі адзін інтэ- 
груючы множнік.

dP_dQ 
dx dt 

Калі -----—---- з’яўляецца функцыяй толькі ад /, то

інтэгруючы множнік, які залежыць толькі ад t, існуе і вызначаецца 
па формуле (30), у процілеглым выпадку інтэгруючага множніка віду 
[L(t) не існуе.
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Зусім аналагічна могуць быць знойдзены ўмовы існавання 
інтэгруючых множнікаў віду \l(x), \l(t + x), \x(t2+х2 ), p(t-x),

Ш ~ і г.д.
k t J

Прыклад 1. Рашыць ураўненне
2txlnх dt + (t2 + х24х2+1 )dx -0.

Рашэнне. Тут Р = 2tx Іпх, Q-t2 + х2 у/х2 +1. Лёгка праве- 
рыць, што ўраўненне не з’яўляецца ўраўненнем у поўных дыферэн- 
цыялах і ўмова для існавання інтэгруючага множніка, які залежыць 
толькі ад / , не выконваецца.

Праверым магчымасць існавання інтэгруючага множніка, які 
залежыць толькі ад х. Такі інтэгруючы множнік будзе існаваць, калі 

zqjp_ 
dt Эх

выраз ----- —----- залежыць толькі ад х (гл. ураўненне (29)).

эдэр
^t дх 2t—2t(lnx+l) 1 dln\^ 1

Сапраўды, ------- -----=----- ----- ;------- =——. Значыць, —; =—,
Р 2txlnx х dx х

1 2txlnxdt t2+x2yx2 + l
Ц. = —. Ураўненне -------------+--------------------- dx = 0 з’яўляецца

X XX
ўраўненнем у поўных дыферэнцыялах. Яго можна запісаць у выгля- 

дзе d(t2 lnx) + x4x2~^ldx = 0,алкупь t2 Inх +~ (х?+1)2 =С.

Знойдзем цяпер умову, пры якой ураўненне (29) мае рашэнне 
віду ^.-^(z), дзе z = z(t,x) - зададзеная функцыя ад / і х.

Падстаўляючы функцыю ^.-^.(z) ва ўраўненне (29) і ўлічва- 
Эц d[l dz Э|Д d[L dz

ючы, што — = — —, т— = —- —, атрымаем 
at dz at ax dz ax
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( dz dz^du
\ at ax J dz = U

^_P^ 
^dx dt j

Адкуль відаць, што калі

эрэс 
dx dt 
dz dz

• —-Р — 
dt dx

= ^(z), гэта значыць левая

частка з’яўляецца функцыяй толькі ад z, то існуе інтэгруючы

множнік |1 = Ц(г), які знаходзіцца з ураўнення — = = ty(z)[L і, 
dz

значыць, мае выгляд р. = eJ (С = 1).
Прыклад 2. Прывесці ўраўненне

(3t + 2x + x2)dt + (t + 4tx + 5х2 ) dx = 0 
да ўраўнення ў поўных дыферэнцыялах, калі яго інтэгруючы множ- 
нік мае від \к = (^(t + х2).

Рашэнне. Няхай z = t + x2, тады ^.-^(z), значыць, 
Э Zn | ц | ^ /п | ц | d z dln\n\ 

d t d z d t d z '
dln\[i\ dln\^\ dz dln\[t\ 

d x d z d x d z
■ 2x.

Ураўненне (29) для знаходжання інтэгруючага множніка будзе мець 
від

dP dQ
\dln\^\ дР ^Q с dln\^\ dx~ dt

v dz dx dt dz Q-2Px

Падстаўляючы P i Q з дадзенага ўраўнення, P = 3t + 2x + x2,
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дР dQ
2 ■ дх 1 1

Q = t + 4t х + 5х , знаходзім ————- =------ 7 = —. Тады
Q-2Px t + x' z

^«Ы 1 2
----------= —, адкуль 11 = z. Гэта значыць, [L = t + x . Памножыў- 

dz z

шы дадзенае ўраўненне на [1 = t + х2, атрымаем ураўненне ў поў- 
ных дыферэнцыялах.

§ 7. Лінейныя ўраўненні

Ураўненне віду
x = a(t)x + g(t) (31)

называецца лінейным ураўненнем, а ўраўненне
y = a(t)y (32)

аднародным лінейным ураўненнем, якое адпавядае ўраўненню (31). 
Функцыі a(t) і g(t) вызначаюцца і непарыўныя на некаторым ін- 
тэрвале I = (ti,'t2). Такім чынам, адкрытае мноства D у плоскасці 
Р вызначаецца ўмовамі t, < t < t2, што накладваюцца на t пры ад- 
вольным х. Гэтае мноства ўяўляе сабой паласу, калі tl і t2 канеч- 
ныя, паўплоскасць, калі канечная толькі адна з велічынь tj, t2, і 
плоскасць, калі бесканечныя абедзве велічыні t,, t2. Правая частка 
ўраўнення (31) непарыўная разам са сваёй частковай вытворнай па х 
на ўсім мностве D, так што для ўраўнення (31) выкананы ўмовы 
тэарэмы 1.1.

Няхай t0 е I. Дапусцім 
t 

A(t) = \a(x)dx. 

lo
Функцыя A(t) вызначана на ўсім інтэрвале I. Аказваецца, што су- 
купнасць усіх рашэнняў ураўнення (31) запісваецца формулай
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е~Аа} ■ g(x)dx eA<t>, (33)

дзе х0 — адвольная канстанта. Кожнае з гэтых рашэнняў вызначана 
на ўсім інтэрвале 7, а за межамі гэтага інтэрвалу не вызначанай з’яў- 
ляецца правая частка ўраўнення (31).

Прывядзём вывад формулы (33), які дасць магчымасць не за- 
памінаць гэтую формулу, а ў кожным асобным выпадку паўтарыць 
разважанні, што будуць прыведзены ніжэй.

Разгледзім спачатку ўраўненне (32). Гэта ўраўненне ў поў-ных 
дыферэнцыялах. Сапраўды, сімвалічна яго можна запісаць у 
выглядзе

dy
— - a(t)dt = 0.
У

Адпаведная функцыя u(t,y) задаецца формулай u(t,y)=ln\ у\- 

~A(t), а значыць, рашэнні аднароднага ўраўнення (32) вызначаюц- 
ца як няяўныя функцыі з судачынення ln\y\ - A(t) = Ct. Адкуль 

атрымліваем |у| = еА")+Сі або, інакш,

у = СеА(,), (34)
дзе С можа прымаць любыя сапраўдныя значэнні. (Адзначым, што 
гэты вывад мае недакладнасць, таму што функцыя у можа пе- 
ратварацца ў нуль; недакладнасць можна лёгка скасаваць, бо у = 0 
відавочна - рашэнне разглядаемага ўраўнення.) Каб атрымаць з 
дапамогай формулы (34) рашэнні неаднароднага ўраўнення, 
прыменім так званы метад варыяцыі адвольнай пастаяннай. 
Менавіта рашэнне ўраўнення (31) адшукваем у выглядзе (34), дзе С 
ужо не канстанта, а некаторая невядомая функцыя зменнай t, гэта 
значыць

x(t) = C(t)eA(,). (34')
Падстаўляючы гэтае дапускаемае рашэнне ва ўраўненне (31), атры-
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маем СеА(,) +Ca(t)eA(,) =a(t)CeA(,) +g(t) або CeA(,)=g(t).
t

Адкуль знаходзім C(t) = j e~A<,)g(t)dt - x0 + ^ e~A^x^g(X)dx, дзе 

l0

x0 — канстанта інтэгравання. Падстаўляючы апошні выраз у (34'), 
атрымліваем формулу (33).

Прыклад 1. Рашыць ураўненне

х + 2tx = 2te~l . (35)
Рашэнне. Прыменім апісаны вышэй метад варыяцыі пастаян- 

най. Разгледзім адпаведнае аднароднае ўраўненне x+2tx = 0. 
Інтэгруючы яго як ураўненне з падзяляльнымі зменнымі (або як 
ураўненне ў поўных дыферэнцыялах), атрымаем агульнае рашэнне 

х = Се~' .
Агульнае рашэнне неаднароднага ўраўнення шукаем у выгля- 

дзе
x = C(t)e~'2, (36)

дзе C(t) — невядомая функцыя ад t.
Падстаўляючы (36) у (35), атрымліваем C(t)-2t, адкуль 

C(t) = t2 + С,. Такім чынам, агульнае рашэнне неаднароднага ўраў- 

нення будзе х = (t2 + C]) е~’ , дзе С, - пастаянная інтэгравання.
Лінейныя ўраўненні першага парадку можна інтэграваць так- 

сама метадам, які заключаецца ў наступным: пры дапамозе падста- 
ноўкі х = uv, дзе u '\ v — дзве невядомыя функцыі, зыходнае 
ўраўненне прыводзіцца да выгляду

iiv + uv = a(t )uv + g(t) 
або

u(v-a(t)v) + iiv = g(t).
Карыстаючыся тым, што адна з невядомых функцый, напры- 

клад v, можа быць выбрана зусім ад.вольна (таму што толькі здабы- 
так й ■ v павінен задавальняць зыходнаму ўраўненню), за v прыма-
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юць любое частковае рашэнне ўраўнення v - a(t)v = 0 (напрыклад, 

v = eJ ), якое ператварае, вядома, у нуль каэфіцыент пры й у 
апошнім ураўненні. Тады гэтае ўраўненне прыме выгляд iiv = g(t) 

> -\a(l)dlабо м =------ . Гэта значыць u = g(t)e1 , адкуль й = С +
v

+ \ё(і)е ^“^'^'dt. Агульнае рашэнне зыходнага ўраўнення

знаходзіцца множаннем м на v:
x = Ja(,)d,\jg(t)e^a(,)d,dt + C

Прыклад 2. Праінтэгруем апісаным вышэй метадам ліней- 
нае ўраўненне

х- х th t = ch't.
Дапусцім x = uv. Тады uv + vu-uv th t = ch2t або

u(v - v th t) + iiv = ch2t. Няхай v-v th t = 0, адкуль — = th t dt. 
v

Праінтэграваўшы, атрымаем ln\v\ = ln\ch t\ або v = ch t. У сілу Ta­

ro, што дастаткова знайсці якое-небудзь частковае рашэнне дапа- 
можнага ўраўнення, пастаянную інтэгравання не ўводзім.

Для вызначэння й маем ураўненне uv = ch2t або 
iicht = ch2t. Адкуль u = sht + C. Агульнае рашэнне зыходнага 
ўраўнення атрымаем множаннем w на v

х = ch t (sh t + С).
Заўвага 1. Некаторыя ўраўненні становяцца лінейнымі, калі 

памяняць месцамі шуканую функцыю і незалежнае зменнае. Нар- 
dt

мальны выгляд такіх ураўненняў — - a(x)t + g(x). Так, напрык- 
dx

dx 1
лад, ураўненне — =------------------- з’яўляецца лінейным, калі раз-

dt tcosx + sin2x
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dt
глядаць t як функцыю ад х : ~ = t cosx + sin 2х . Гэтае ўраўненне 

dx
рашаецца аналагічна ўраўненню (35).

dx
Заўвага 2. Для лінейнага ўраўнення — + a(t)x = g(t) або 

dt
[a(t )х - g(t)]dt+dx = 0 выконваецца ўмова існавання інтэгруючага

dP _ dQ 
дх ~

множніка, які залежыць толькі ад t. Сапраўды, -----—---- = a(t) і>

\a(t)dt
значыць, (1 = е (гл. формулу (30)).

Прыклад 3. Рашыць ураўненне
2

Х- — x-t. 
t

Рашэнне. Згодна з заўвагай 2, маем:
1

V(t) = e 1 =р-.
1 

Памнажаючы зыходнае ўраўненне на —, прывядзём яго да віду

d ( 1 } 1
— -у-Х = -.
dt\r ) t

Адкуль х - t2\С + ln \ t \).

§ 8. Ураўненне Бернулі

Ураўненне Бернулі мае выгляд
х = f (t)x + g(t)хп (п ^ 1, п ^ 0), 

дзе f (t) і g(t) — непарыўныя функцыі на некаторым інтэрвале 
tj <t<t2. Дзяленнем абедзвюх частак на х" і заменай невядомай
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функцыі х' п = z ураўненне Бернулі заўсёды прыводзіцца да ліней- 
нага ўраўнення адносна z

Y~z = f(t)z + g(t).
1-п

Адзначым, што пры дзяленні на хп можа быць згублена ра- 
шэнне х = 0, калі п> 0. Гэтае рашэнне з’яўляецца частковым, калі 
п> 1 ,і асаблівым, калі 0 <п <1. (Вынікае з формулы агульнага ра- 
шэння ўраўнення Бернулі.)

Пры інтэграванні канкрэтных ураўненняў Бернулі іх не трэба 
папярэдне ператвараць у лінейныя, а адразу прымяняць да іх метады 
рашэння, апісаныя ў папярэднім параграфе.

Прыклад 1. Рашыць ураўненне х + ~ = t2х4.

Рашэнне. Праінтэгруем гэтае ўраўненне Бернулі мета-дам 
варыяцыі адвольнай пастаяннай. Рашэнне адпаведнага аднарод-нага 

С
ўраўнення мае выгляд х = —. Рашэнне дадзенага ўраўнення будзем

at) at) ао
адшукваць у выглядзе х=-у. Падстаноўка х і х=—у

„ „ at) at) ао ,
зыходнае ўраўненне дае ----- --—— 4—~ = t\----- або

C(t) [C(t)\
—-— = Р—. Інтэгруючы атрыманае ўраўненне, будзем мець

dC(t) dt
[С(і)]' ~ 1 ' з[с(>)]3

= In t + In С]-,

Агульнае рашэнне зыходнага ўраўнення мае выгляд

1

-фп(а t)
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або u(v - 2vx) = u3v3

дужках ператварыўся

Прыклад 2. Рашыць ураўненне xt3 sin х = tx - 2х.
Рашэнне. Дадзенае ўраўненне з’яўляецца ўраўненнем Бернулі 

адносна t як функцыі х. Прыменім да яго другі метад рашэння, які 
заключаецца ў замене функцыі здабыткам дзвюх новых (гл. § 6). Для 
прыведзенага ўраўнення гэта будзе замена t = uv. Будзем мець 

v3 sin х = uv- 2iivx - 2uvx (37)
sin x + 2uvx. Выберам v так, каб выраз y 

dv 1 dx 
ў нуль: v-2vx = 0, — = ——, v = x2. 

v 2 x
Падставіўшы v y (37), атрымаем ураўненне для знаходжання u : 

- - du
u3x2 sinx = -2x2it, адкуль -2—j = sinxdx або u~2 =C-cosx, 

u
1 lx,

u = +—f= — .Тады t = u-v = ±J—--------  або x = Г (C - cosx).
dC-cosx 'iC-cosx

Адзначым, што пры дзяленні зменных магло быць згублена рашэнне 
х = 0.

§ 9. Ураўненне Рыкаці

Ураўненне
dx~Т + Р( 0* + q(t)x2 =f(t), (38)
at

дзе p,q, f - непарыўныя функцыі ад t пры змяненні t у інтэрва- 
ле tj < t <t2, называюць ураўненнем Рыкаці. Ураўненне (38) у 
агульным выглядзе не інтэгруецца ў квадратурах, але можа быць 
заменай зменных ператворана ва ўраўненне Бернулі, калі вядома 
адно частковае рашэнне x/t) гэтага ўраўнення. Сапраўды, дапуска- 
ючы x=x,+z, атрымаем, з улікам, што xl+p(t)xl + q(t)xl2 = 

= f (0 ^ ураўненне Бернулі адносна новай функцыі z
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І + [р(t) + 2q(t)x, ]z + q(t)z2 = 0 , (39)

якое інтэгруецца дзвюма квадратурамі.
dx 2 2

Прыклад 1. Прывесці ўраўненне — = х _ да ўраўнення

Бернулі.
Рашэнне. У гэтым прыкладзе няцяжка падабраць частковае 

1 1
рашэнне х,= — . Увядзём падстаноўку x = z + ~, атрымаем

■ 1 ( 2 ■ z 2
z-—^= =\z + — -—7 або z = 2~+ z - ураўненне Бернулі, якое

Г \ tj Г /
інтэгруецца апісанымі ў § 8 метадамі.

Калі вядомы два частковыя рашэнні ўраўнення Рыкаці, то 
агульнае рашэнне знаходзіцца пры дапамозе адной квадратуры. Са- 
праўды, калі, акрамя рашэння х = xt, вядома другое рашэнне х2, то 

1
функцыя й =---------- будзе з’яўляцца частковым рашэннем ліней-

х2 - х.
нага ўраўнення

^-(2q(t)xt + p(t))u = q(t), (40)

1
атрыманага з (39) падстаноўкай z = — , аў такім выпадку яго рашэн- 

w
не патрабуе адной квадратуры.

Калі вядомы тры частковыя рашэнні ўраўнення (38), то агуль-
нае рашэнне знаходзіцца без квадратур. Ураўненне (40) у гэтым вы-

7 7
падку мае два частковыя рашэнні ---------  і --------- , агульны інтэг-

х-х2 X3-Xj
рал ураўнення (38) запішацца так: ------- •--------- = С, дзе х,,х2,х3 -

x-xt х3-х2
частковыя рашэнні ўраўнення (38).

Частковым выпадкам ураўнення (38) з’яўляецца спецыяльнае
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ўраўненне Рыкаці

— + ax2=bta,t>0, (41)
dt

дзе a,b,U- пастаянныя.
dx 2

Пры а = 0 маем — = Ь-ах , і ўраўненне інтэгруецца 
dt

падзелам зменных.
dx 2 b 1

Пры а = -2 атрымліваем — + ах = —г . Дапускаючы х=~, 
dt t z

1 dz a b
дзе z- новая невядомая функцыя, знаходзім -_7~ + ~ = ~7, 

z dt z‘ t
dz (

адкуль — = a-o ~ . Гэтае ўраўненне аднароднае адносна t,z-, 
dt \t)

яно інтэгруецца ў квадратурах.
Акрамя а = 0 і a = -2, існуе яшчэ бясконцае мноства іншых 

значэнняў а, пры якіх ураўненне (41) інтэгруецца ў квадратурах.

Гэтыя значэнні задаюцца формулай a =
4к

-2к + Г
к = +1,+2,... .

Пры ўсіх іншых значэннях a рашэнне ўраўнення Рыкаці (41) не вы- 
й 

ражаецца праз квадратуры. Калі ж у ім дапусціць х = —, дзе

u(t) - новая невядомая функцыя, то атрымаем ураўненне другога 
d2u , 2

парадку -^--abt й — 0. рашэнне якога можа быць выражана праз 

функцыі Беселя.
Больш падрабязна гл. [2], глава I, § 6, п. 3, с. 50.

§ 10. Ураўненні, не вырашаныя адносна вытворнай

Разгледзім агульны выпадак ураўнення першага парадку
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F(t,x,x) = O, (42)
дзе F - зададзеная сапраўдная функцыя ад t,x,x. Калі ўраўненне 
(42) удаецца вырашыць адносна х, то атрымліваюцца ўраўненні ві- 
ду x = fj(t,x), якія часам могуць быць праінтэграваны апісанымі 
вышэй метадамі.

Прыклад 1. Праінтэграваць ураўненне (х)2 - (t + х)х + tx = 0.
Рашэнне. Вырашаючы гэтае квадратнае ўраўненне адносна х, 

будзем мець х = / і х = х. Інтэгруючы кожнае з атрыманых ураўнен- 
t2 ~ (

няў, знаходзім х = — + С, х = Се . Абодва сямействы рашэнняў 

задавальняюць зыходнаму ўраўненню.
Апрача гэтага ўраўненне (42) мае свае асаблівасці. Напрыклад, 

ураўненне х" +1 = 0 наогул не мае сапраўдных рашэнняў. Для 
ўраўнення х2 = 1 рашэннямі з’яўляюцца сямействы прамых 
х = +t + С, так што праз кожны пункт плоскасці Otx праходзяць 
дзве ўзаемна перпендыкулярныя інтэгральныя лініі.

Дапусцім, што ўраўненне (42) у наваколлі пункта (t0,x0) можа 
быць вырашана адносна вытворнай, гэта значыць распадаецца на 
ўраўненні

х = fj(t,x), і = 1,т, 
і няхай кожнае з гэтых ураўненняў мае агульнае рашэнне

x = ^t(t,C) ,і = 1,т (43)
або агульны інтэграл

V'(t,x,C) = 0, і = 1,т. (44)
Сукупнасць агульных рашэнняў (43) (або агульных інтэгралаў (44)) 
будзем называць агульным рашэннем (агульным інтэгралам) ураў- 
нення (42).

Аднак не заўсёды ўраўненне (42) лёгка вырашаецца адносна 
х, і яшчэ радзей атрыманыя пасля гэтага ўраўненні х = f,(t,x) 
інтэгруюцца ў квадратурах.

Разгледзім некаторыя метады інтэгравання ўраўнення (42).
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I. Няхай ураўненне (42) мае від
F(x) = O, 

прычым існуе хаця б адзін сапраўдны корань х = к гэтага ўраўнення, 
а калі існуюць іншыя карані, то ўсе яны ізаляваныя. У сілу таго, што 
гэтае ўраўненне не мае ні t, ні х, то к — пастаянная. Інтэгруючы 

, Х~С 
ўраўненне х = к, атрымліваем x = kt + C або к = —-—. Але к

з’яўляецца коранем разглядаемага ўраўнення, значыць, 
( х-СУ

F —-—j = 0 - яго агульны інтэграл.

Прыклад 2. х3+х2-х + 1 = 0.
Агульны інтэграл ураўнення мае выгляд

II. Дапусцім, што ўраўненне (42) мае від
F(x,x) = 0. (45)

Калі гэтае ўраўненне цяжка вырашыць адносна х, то бывае мэта- 
згодна ўвесці параметр р і замяніць ураўненне (45) двума x = q(p), 
х = \Ц(р), р0 <р<р^такімі, што F($(p),y(pj) = 0, ре(р0;р,). 

dx ў(р) [Ў(р) , „
Маем dx = xdt,dt = — = —;—-dp. Адкуль t=]—-—-dp + C. 

х V(p) J ^(p)
Значыць, інтэгральныя крывыя вызначаюцца ўраўненнямі ў пара- 
метрычнай форме

,=^)dp+c'x=lt(p)-

Прыклад 3. Праінтэграваць ураўненне 
2 2

X3 +(х)3 = 1 .
Рашэнне. Дапусцім, х = cos3 р, х = sin' р, тады
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dx -3cos2 psin p cos2 p
dt = — =---------- ]---------dp = -3 —-2—dp .

x sin p sin p
rcos2 p

Знаходзім t = —31--- 2—dp = 3p + 3ctg p + C. Тады параметрыч-
sin~ p

ныя ўраўненні шуканых інтэгральных крывых 
t = Зр + 3ctg р + С, х = cos3 р .

Калі ўраўненне (45) лёгка вырашаецца адносна х, то звычайна за 
параметр бяруць х. Сапраўды, калі х = ty(x), то дапускаючы 
х = р , атрымліваем х = g>(р), так што 

dx Ў(р) {^(р) dt = — =------- dp, t = I------- dp + C.
x p J p

Ураўненні інтэгральных крывых y параметрычнай форме маюць 
t^(p)

выгляд / = I-------dp + С, x = ty(р). 
Р

Вылучыўшы параметр р, калі гэта магчыма, атрымаем агуль- 
ны інтэграл ураўнення (45).

Прыклад 4. Праінтэграваць ураўненне
х = х' + xJ +х + 5.

Рашэнне. Дапусцім, х - р , тады 
х = р’+р3+р + 5, (46)

dx (5р4 +3р2 +l)dp (. 3 . 1\,
dt = — =------------------------ = 5р +3р + — dp,

х Р \ Р)

t = ^P4 +^Р2 +іп\р\ + С- <47)

Ураўненні (46) і (47) з’яўляюцца параметрычнымі ўраўнен- 
нямі сямейства інтэгральных крывых.
Ill. Няхай ураўненне (42) мае выгляд 

F(t,x) = 0. (48)
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Калі гэтае ўраўненне цяжка вырашыць адносна х, то, як і ў 
папярэднім выпадку, мэтазгодна ўвесці параметр р і замяніць 
ураўненне (48) двума: t -^(р), х = у(р), р0 < р < Р]. Тады 

dx = xdt = у(р^фСр)dp, х = ^\у(р)(^(р)dp + С.

Значыць, інтэгральныя крывыя ўраўнення (48) вызначаюцца ў пара- 
метрычнай форме ўраўненнямі

t = ^(p), x = \y(p)q(p)dp + C.

Калі ўраўненне (48) лёгка вырашаецца адносна t,t = у(х), то ў
якасці параметра зручна выбраць х = р. Тады 
dx = xdt = pq(р)dp. Адкуль х = j pty(р)dp + С.

І = У(Р)>

Прыклад 5. t\j
11

2 = х.
Л

Дапускаем х = tg р, - — < Р < ^ ■ Тады 

t = sin р, 
dx = xdt = tgp- cos p dp = sin p dp , 

x = - cos p + C.

(49)

(50)
Вылучыўшы р з ураўненняў (49) і (50), атрымаем t2 +(х — с)2 -1-
сямейства акружнасцяў.

Прыклад 6. Праінтэграваць ураўненне t - cos х = xsin х.
Дапусцім, х = р . Тады t = psin p + cos р . Прадыферэнцуем гэтую 
роўнасць

dt = (sin р + р cos р - sin р)dp = р cos р dp
і падставім гэтае значэнне ў судачыненне dx = pdt, атрымаем 
dx = р2 cos р dp, гэта значыць,

х-^р2 cos р dp = ( р2 -2) sin р + 2р cos р + С.

Такім чынам, агульнае рашэнне ў параметрычнай форме мае від
t = psin р + cos р, х = (р2 - 2)sin р + 2р cos р + С.
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IV. Ураўненнем Лагранжа называецца дыферэнцыяльнае ўраўненне 
віду

х = / cp<xj +ф<х>, ф(х) ^ х, (51)
лінейнае адносна / і х. Тут ф і ф вядомыя функцыі ад х.

dx
Увёўшы параметр = Р> атрымаем

x = t Ц(р) + У(р), (52)
судачыненне, якое звязвае зменныя /, х і параметр р.

Каб атрымаць другое судачыненне, неабходнае для вызначэн- 
ня / і х як функцый параметра р, прадыферэнцуем (52) па t

dp . dp
P = q(p) + tq(p)~ + y(p)—. dt dt

Адкуль

P-^(P) = [t^(p) + W(P)]~ (53)

або
[p-^(p)]^^t^(p) + \\f(p). (54)

dt
Ураўненне (54) лінейнае адносна t і —. Атрымаўшы яго агульнае 

dp
рашэнне, напрыклад, метадам варыяцыі адвольнай пастаяннай і да- 
лучыўшы да яго ўраўненне (52), атрымаем ураўненні, якія вызнача- 
юць шуканыя інтэгральныя крывыя. Пры пераходзе ад ураўнення

dp
(53) да (54) дзялілі на —. Тут маглі страціць рашэнні, для якіх р - 

dt
dp

пастаянная, а значыць — = 0. Ураўненне (53) задавальняецца пры 
dt

пастаянным р толькі ў тым выпадку, калі р з’яўляецца коранем 
ураўнення р - ty(р) = 0 . Такім чынам, калі ўраўненне p-q(p)—0 
мае сапраўдныя карані р - р,, то да знойдзеных рашэнняў ураў-
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нення (51) далучаюцца яшчэ рашэнні х = tty(р, ) + у(р,) - гэта 
прамыя лініі.

Прыклад 7. Праінтэграваць ураўненне х = tx2 + х2.
Рашэнне. Гэта ўраўненне Лагранжа. Дапусцім, х = р, тады 

х = tp2 + р2. Прадыферэнцуем апошнюю роўнасць dx = p2dt + 

+ 2ptdp + 2pdp. Зрабіўшы замену dx = pdt, прыходзім да ўраў- 
нення pdt = p2dt + 2ptdp +2pdp . Адсюль, скараціўшы на р, 
атрымліваем ураўненне з падзяляльнымі зменнымі (l-p)dt = 

dt 2dp
= 2(t +1 )dp або ■ j----- . Інтэгруючы яго, знаходзім 

ln\t +1\ = -2 ln\l - p\ + ln\C\', t +1 - —----- yv • Выкарыстоўваючы

2 > CP2

дадзенае ўраўненне x=p (t+1), атрымаем x =--------- т. Пра- 
(^~P)

ведзенае скарачэнне на p магло прывесці да страты рашэння. Да- 
пускаючы р = 0, знаходзім з дадзенага ўраўнення х = 0, гэта -

, С 
асаблівае рашэнне (гл. § 11). У агульным рашэнні t +1 =---------у,

х = Ср2 (1 - р) 2 можна вылучыць параметр р і прывесці яго да 
віду (4х + -Jt +1 )2 = С.
V. Ураўненнем Клеро называецца дыферэнцыяльнае ўраўненне віду

х = tx + \\f(x). (55)
Дапускаючы х = р, атрымаем з (55) х = tp + \ц(р). Дыферэнцую-

чы па t, маем р — p + t
Л+^Л аб° І/ + ^Й = О'АД- 
dt dt dt

dp i л
куль або -— = 0 i, значыць, p = C, або t + ў(p) = 0. У першым 

dt
выпадку, вылучыўшы p, знойдзем сямейства прамых x=Ct+\\(C) -
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агульнае рашэнне ўраўнення Клеро. Яно знаходзіцца без квадратур і 
ўяўляе сабой аднапараметрычнае сямейства прамых.

У другім выпадку рашэнне вызначаецца з ураўненняў 
х = tp + y(p), t--\f(p). Гэтае рашэнне будзе, вядома, асаблівым, 
калі функцыя у(р) двойчы непарыўна дыферэнцавальная і \ў(р) 
не змяняе знака (больш падрабязна гл. [3], глава П, § 3, п. 78, с. 
138).

Прыклад 8. Рашыць ураўненне х2 - tx + х = 0 .
Рашэнне. Гэта ўраўненне Клеро (хоць яго можна разглядаць 

і як квадратнае ўраўненне адносна

Мал. 8

х = Ct - С2 (мал. 8).

х). Агульным рашэннем гэтага 
ўраўнення будзе х — Ct - С‘ . 
Увядзём параметр х = р. 
Атрымаем

р2 -tp + x = 0.
Дыферэнцуючы па t, маем 
t - 2р = 0. Вылучыўшы параметр 

t2
р, знаходзім х = — - асаблівае 

4
рашэнне зыходнага ўраўнення;

t2
х = — — агінальная прамых

4

§ 11. Асаблівыя рашэнні ўраўненняў, не вырашаных адносна 
вытворнай

Вырашаючы ўраўненне
F(t,x,x) = 0 (56)

адносна х, як правіла, атрымліваем не адно, а некалькі сапраўдных 
значэнняў
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x = fi(t,x), i = l,m. (57)
Калі кожнае з ураўненняў (57) у наваколлі пункта (t0,x0) задавальняе 
ўмовам тэарэмы існавання і адзінасці (тэарэма 1.1.), то для кожнага з 
гэтых ураўненняў знойдзецца адзінае рашэнне, якое будзе задаваль- 
няць умове x(t0) = х0. Таму ўласцівасць адзінасці рашэння ўраўнен- 
ня (56), якое задавальняе ўмове x(tu)-x0, звычайна разумеецца ў 
тым сэнсе, што праз дадзены пункт (t0,x0) па дадзенаму напрамку 
праходзіць не больш як адна інтэгральная крывая ўраўнення (56). На- 
прыклад, для рашэнняў ураўнення х2 -1 = 0 умова адзінасці выка- 
нана ўсюды, таму што праз кожны пункт (t0,x0) праходзяць дзве ін- 
тэгральныя крывыя, але па розных напрамках. Сапраўды,

х = +1, х = t + С, х = -t + С.
Для ўраўнення х2 -tx + x = 0 (гл. прыклад 10.8) у пунктах

крывой х = — - уласцівасць адзінасці парушаецца, таму што праз 
4

кожны яе пункт у тым жа напрамку праходзіць яшчэ адна інтэграль- 
ная прамая (мал. 8). Мноства пунктаў (t,x),y якіх парушаецца адзі- 
насць рашэнняў ураўнення (56), называецца асаблівым мноствам.

Асаблівым рашэннем дыферэнцыяльнага ўраўнення (56) бу- 
дзем называць такое рашэнне х = \y(t), якое ва ўсіх сваіх пунктах не 
задавальняе ўласцівасці адзінасці, гэта значыць, што праз кожны яго 
пункт, акрамя гэтага рашэння, праходзіць і іншае рашэнне, якое мае ў 
гэтым пункце тую ж датычную, што і рашэнне x = xy(t), але не 
супадае з ім у як патрэбна малым наваколлі гэтага пункта (гл. [2], 
глава III, § 4, с. 114).

Існуе два спосабы знаходжання асаблівых рашэнняў ураўнен- 
ня (56).

I. Знаходжанне асаблівага рашэння пры дапамозе дыскрымі- 
нантнай крывой:

а) складаем ураўненне
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dF(t,x,x) 
dx

= 0; (58)

б) вылучаем x з ураўненняў (56) i (58), атрымліваем ураўнен- 
не Ф(t,x) = 0, якое вызначае так званую дыскрымінантную крывую;

в) правяраем, ці з’яўляецца якая-небудзь галіна дыскрымі- 
нантнай крывой рашэннем ураўнення (56);

г) калі з’яўляецца рашэннем (56), правяраем, ці будзе гэтае ра- 
шэнне асаблівым, гэта значыць, ці датыкаюцца да яго ў кожным пун- 
кце іншыя рашэнні. Для гэтага можна выкарыстаць умову дотыку 
крывых х = x,(t) і х = x2(t) у пункце з абсцысай t0:

\xl(t0) = x2(t0), 
ix/to^X/tg).

Прыклад 1. Знайсці асаблівыя рашэнні ўраўнення 
х2 +х2 -1 = 0.

Рашэнне. Вылучыўшы х з абодвух ураўненняў, атрымаем 
х2 = 1 або х = ±1 (гл. пункты а, б). Лёгка пераканацца, што абе- 
дзве гэтыя функцыі задавальняюць зададзенаму ўраўненню, гэта 
значыць, яны - рашэнні.

Выявім, ці з’яўляюцца яны асаблівымі. Вырашыўшы зыходнае 
ўраўненне адносна х, знойдзем агульны інтэграл

t = + arcsin х + С або х = sin(t -С).
Складзём сістэму (59) для адной прамой, напрыклад, х = 1.
Атрымаем

1 = sin(t0 -С),
0 = cos(t0 -С).

3 сістэмы вынікае, што t0 - С = — + 2пк або С = t0 ---2лА:. Гэ- 
2

та значыць, пры кожным t0 рашэнне х = 1 у пункце з абсцысай t0 
датыкаецца адной з крывых сямейства х = sin(t - С), менавіта той
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крывой, для якой С = t0 —~, таму ў кожным пункце прамой пару-

шаецца адзінасць. Значыць, х = 1 ёсць асаблівае рашэнне. Аналагіч- 
на можна паказаць, што і х = —7 з’яўляецца асаблівым рашэннем да- 
дзенага ўраўнення.

II. Другі метад знаходжання асаблівых рашэнняў патрабуе 
ведання агульнага інтэграла дыферэнцыяльнага ўраўнення (56) і 
заключаецца ў наступным:

а) няхай агульны інтэграл ураўнення (56) мае выгляд 
®(t,x,C) = 0. (60)

Дыферэнцуем (60) па параметру С:
= 0 ■ (61)

ЭС
б) з ураўненняў (60) і (61), вылучыўшы С, атрымліваем суда-

чыненне
(p(t,x) = O, (62)

в) правяраем, ці з’яўляецца атрыманая крывая (62) або яе 
частка агінальнай, гэта значыць, ці датыкаюцца да яе ў кожным 
пункце крывыя сямейства (праверку можна правесці метадам, апіса- 
ным у пункце г) спосабу I).

Прыклад 2. Разгледзім ураўненне
x2[(t-x)2 -l]-2x + [(t-x)2 -1] = 0.

Рашэнне. Вырашыўшы яго адносна х як квадратнае, знахо- 
дзім агульнае рашэнне (t-C)2+(x-C)2 = 1. Дыферэнцуючы

t+x
апошнюю роўнасць па С, атрымаем і-С + х- С = 0 або С=~—

Падставіўшы ў агульнае рашэнне, знаходзім (t - х)2 =2.

Пакажам, што атрыманыя дзве прамыя х = t + >[2 з’яўляюц- 
ца агінальнымі. Падстаўляючы непасрэдна ў зыходнае ўраўненне, пе- 
раконваемся, што гэта рашэнне. Запішам умовы дотыку дзвюх кры- 
вых у пункце з абсцысай t0, гэта значыць сістэму (59):
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t0+42= ±^l-(t0-C)2 + C,

< (~2)(t0 - C)
2 Ji-(t0-C)2'

Роўнасці будуць выкананы пры С = t0 + , гэта значыць, пры 

кожным t0 рашэнне (t — х)2 =2 у пункце з абсцысай t0 датыкаец - 
ца адной з крывых сямейства (t — C)2 +(х — С)2 — 1, менавіта той

1
крывой, для якой С = t0 + —т=.

Мал. 9

Прыклад 3. Знайсці ўсе рашэнні 
ўраўнення (2xt - х)2 = 4t3.

Рашэнне. Вырашаючы адносна 
х, атрымаем лінейнае ўраўненне

I
■ х 3

х = + ’ агУльнае рашэнне якога

мае від x2-t(t-C)2. Дыферэн- 
цуючы па С, знаходзім t(t - С) - 0. 
Падстаўляючы значэнне С у агульнае 

рашэнне, маем х2 = 0.
Пры праверцы лёгка бачыць, што х = 0 з’яўляецца рашэннем 

толькі пры пастаянным t — C. Атрымана не асаблівае рашэнне, a 
ізаляваныя вузлавыя асаблівыя пункты t = С, х = 0 пры С>0 
(ураўненне ў паўплоскасці t <0 не вызначана, гл. мал. 9).

Прыклад 4. Знайсці асаблівае рашэнне ўраўнення
х2 = 4х3.

Рашэнне. Агульны інтэграл мае выгляд (t + С)2 х = 1. Ды- 
ферэнцуючы апошнюю роўнасць па С і падстаўляючы значэнне С 
у зыходнае ўраўненне, атрымаем, што агінальнай няма. Пры дзялен-
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ні зменных страчана рашэнне х = 0, якое не з’яўляецца асаблівым.
Прыклад 5. Разгледзім ураўненне х2 - х2 = 0.
Гэтае ўраўненне мае два сямействы інтэгральных крывых 

х = Се', х = Се~'. 3 сістэмы
'х-Се*1 =0,

-е±І =0
бачым, што агінальнай няма. Страчанае рашэнне х = 0 не з’яўляецца 
асаблівым.

§ 12. Існаванне і адзінасць рашэння

Асноўнай тэарэмай, якая забяспечвае не толькі існаванне, але і 
адзінасць рашэння задачы Кашы, з’яўляецца тэарэма Пікара. Больш 
спрошчаная фармулёўка яе была дадзена ў § 1. Сфармулюем цяпер 
фундаментальную тэарэму аб існаванні і адзінасці рашэння ўраўнення 
х = f (t,x) з пачатковай умовай x(t0) = х0 пры агульных 
дастатковых умовах, што накладваюцца на функцыю f (t, х).

Тэарэма 2. Калі правая частка ўраўнення 
х = f (t,x), (63)

функцыя f(t,x), непарыўная ў замкнутым абсягу D (\t -10\< a , 

\х- x0\<b), а, значыць, абмежаваная \f(t,x)\< М і задавальняе ў 

D умове Ліпшыца \f (t,Xj) —f (t,x2)\< l\xj — х2\, дзе L- паста- 
янны дадатны лік (канстанта Ліпшыца); a (t,Xj) і (t,x2)- любыя 
два пункты з абсягу D, то існуе адзінае рашэнне ўраўнення (63), што 
задавальняе пачатковай умове x(t0) — x0, і гэтае рашэнне вызначана 
і непарыўна дыферэнцавальнае ў інтэрвале |/ -/J < 5, дзе
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8 = minI M)
не выходзіць пры гэтых значэннях t з абсягу D.

Заўвага 1. Доказ гэтай тэарэмы, як і ўсіх наступных тэарэм, 
змяшчаецца ў дадатку гэтага вучэбнага дапаможніка. Тэарэма мае 
лакальны характар, таму што яна гарантуе існаванне адзінага 
рашэння x(t) ураўнення (63) толькі ў дастаткова малым наваколлі
пункта t0. 3 дадзенай тэарэмы вынікае, што ўраўненне (63) мае 
бясконцае мноства рашэнняў, кожнае з якіх праходзіць праз розныя 
пункты (t0,x0), (t,^) іг.д.

Прыклад 1. Разгледзім ураўненне х - 2t + х.
Рашэнне. Функцыя f(t,x) = 2t + x вызначаная і непарыў-

ная ва ўсіх пунктах плоскасці Otx.
Можна паказаць з дапамогай формулы канечных прыростаў 

(гл. [3], п. 119, с. 228), што ўмова Ліпшыца будзе, у прыватнасці, 
выконвацца, калі функцыя f(t,x) мае абмежаваную ў абсягу D

вытворную —. Разглядаемая функцыя f (t,x) = 2t + х мае ўсюды 
дх

— = 7. Згодна з тэарэмай 2, праз кожны пункт (t0,x0) будзе пра-

ходзіць адзіная інтэгральная крывая гэтага ўраўнення.
Умова Ліпшыца не абавязкова дапускае існаванне адпавед- 

ных частковых вытворных, таму яна з’яўляецца больш агульнай.

Прыклад 2. Разгледзім ураўненне — = х .
at

df
Рашэнне. Частковая вытворная — у пунктах восі Ot (х=0) 

dx
не існуе. Аднак, карыстаючыся ўласцівасцю абсалютнай велічыні 
рознасці, маем

\f(t.Xi)-f(t,x2)\ = ||х; I - |х, I < |х, - х21.

Значыць, умова Ліпшыца выканана пры ўсіх х7 і х2 з R, прычым
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L- 1. Ураўненне мае адзінае рашэнне, якое праходзіць праз любы 
пункт (t0,x0), і гэтае рашэнне вызначанае і непарыўнае пры ўсіх 
значэннях t .

Другая ўмова тэарэмы 2 - умова Ліпшыца або больш грубая

ўмова, якая патрабуе існавання абмежаванай вытворнай —, часцей 
ох

за ўсё парушаецца ў пунктах, пры прыбліжэнні да якіх — неабме- 
ах

1
жавана ўзрастае, гэта значыць у пунктах, дзе = 0.

дх
2

Прыклад 3. Разгледзім ураўненне х - (х - t)3 -1.

Ураўненне 37- = 0 мае выгляд х = t, прычым функцыя х = t за- 

дх
давальняе дадзенаму ўраўненню. Увёўшы замену у = x-t і падзя-

ліўшы зменныя, атрымаем агульны інтэграл x-t-——--- .

Можна паказаць (гл., напрыклад, (11.59)), што x = t з’яўляецца агі- 
нальнай гэтага сямейства, а значыць, асаблівым рашэннем (мал. 10). 
Прывядзём прыклад парушэння адзінасці рашэння задачы Кашы.

Прыклад 4. Разгледзім дыферэнцыяльнае ўраўненне

Яго правая частка вызначаная і непарыў-
ная пры ўсіх fix. Аднак умова Ліпшыца парушаецца ў прамаву- 
гольніках, што змяшчаюць пункты восі Ot. Сапраўды, калі б умова 
Ліпшыца выконвалася, мы атрымалі б пры хІ * х2 няроўнасць
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Мал. 10

[^2-/^ = #^/Rs
Ь-^2І |^-^2І

тады як пры х2 = 0 '\ X] —> 0
\f(xl)-f(0\_ 2

W Д
Непасрэднай падстаноўкай у дадзенае 
ўраўненне правяраем, што наступныя 
два рашэнні задавальняюць пачатко- 

вай умове x(t0) = 0:

x2(t)^0.

Такім чынам, адной непарыўнасці правых частак 
разглядаемага ўраўнення недастаткова для таго, каб задача Кашы 
мела адзінае рашэнне.

Заўвага 2. Калі правая частка /(t,x) ураўнення (63) непа- 
рыўная ў абсягу 7?, але ўмове Ліпшыца не задавальняе, то кожная 
задача Кашы пры (t0,x0)^ R2 мае рашэнне (тэарэма Пеано). 
Доказ прыведзены, напрыклад, у [27], глава I, § 2, с. 16 - 20). Аднак 
прыведзены прыклад 4 паказвае, што ў гэтым выпадку рашэнне, 
наогул кажучы, не адзінае. Ёсць нават прыклады дыферэнцыяльных 
ураўненняў, для якіх праз кожны пункт (t0, х0)е R2 праходзіць 
бясконцае мноства рашэнняў (гл. [44]).

Доказ тэарэмы 2 дае і метад набліжанага знаходжання ра- 
шэння, што яшчэ больш павялічвае значэнне гэтай тэарэмы. Раз- 
гледзім метад паслядоўных набліжэнняў.

Няхай патрабуецца знайсці рашэнне ўраўнення
x = f(t,x), (64)
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што задавальняе пачатковай умове
хЬо) = хо- (65)

Дагтусцім, што ў абсягу D ^t-t0\<a, |х-х0|<б) для 

ўраўнення (64) выкананы ўмовы тэарэмы 2. Метад паслядоўных 
набліжэнняў заключаецца ў наступным. Будуем паслядоўнасць 
xn(t) функцый, вызначаных рэкурэнтным судачыненнем

^П^> = ХО +]/[т,хп_/т>]л, п = 1,2,... .
'о

У якасці нулявога набліжэння x0(t) можна ўзяць любую функцыю, 
непарыўна дыферэнцавальную ў наваколлі пункта і = 10, У 
прыватнасці, x0(t) = x0 - пачатковае значэнне з (65). Пры дапуш- 
чаных умовах адносна ўраўнення (64) паслядоўныя набліжэнні 
{хл (I)] збягаюцца да дакладнага рашэння ўраўнення (64), якое 

задавальняе ўмове (65) у некаторым інтэрвале |? -/0| < 8 , дзе 5 = 

= тіп(а;—), М= max\f(t,x)\.
М (t.x)&D

Ацэнка хібнасці, якая атрымліваецца пры замене дакладнага 
рашэння x(t) л-набліжэннем xn(t), даецца няроўнасцю (калі 

існуе непарыўная —).
дх

^ “ х«^ - 77^7''8"’' ■пры I' - '«Is s ■ * = s| 

(больш падрабязна гл. [5], глава V, § 1, с. 157).
Прымяняючы метад паслядоўных набліжэнняў, неабходна 

спыніцца на такім л, для якога |х-х„| не перавышае дапусцімай 

хібнасці.
Прыклад 5. Знайсці набліжанае рашэнне ўраўнення 

х = t2 + х2, якое задавальняе пачатковай умове х(0) = 0 у прама-
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вугольніку-1 <t < 1, - 1 <х< 1.
Рашэнне. Будзем знаходзіць набліжанае рашэнне 

ўраўнення х = t2 + х2, якое задавальняе пачатковай умове х(0) = 0 
метадам паслядоўных набліжэнняў. Маем \f(t,x)\<2, гэта 

значыць М = 2. За 5 бярэм меншы з лікаў а = 1, — = —, гэта 
М 2 

„ 1
значыць о = —. Складаем паслядоўныя набліжэнні, якія, згодна з 

выкладзенай вышэй тэорыяй, будуць збягацца ў інтэрвале 
7 1

~2<(< 2'

хо(і) = О,

2t" t15
+ 2079 + 59535 ’
Абсалютная хібнасць трэцяга набліжэння не перавышае велічыні
I I 2 (, 1 df
\хз(О-х(і)\<—-\ - \ -2 =— тут к = тах— =тах\2х\ = 2.
1 ' 4! \2) 24 d дх D

§ 13. Гладкасць і непарыўнасць рашэнняў

Сфармулюем тэарэму аб гладкасці рашэнняў ураўнення пер- 
шага парадку (гладкасць - уласцівасць функцыі, якая заключаецца ў

66



тым, што гэтая функцыя адпаведны лік разоў дыферэнцавальная (гл. 
[7],с. 159)).

Тэарэма 3. Калі ў наваколлі пункта (/0,х07 функцыя f(t,x) 
мае непарыўныя вытворныя па t,x да к > 1 парадку ўключна, то 
рашэнне ўраўнення

dx
— = f(t,x), (66)
at

якое задавальняе пачатковай умове x(t0 ) = х0, у некаторым нава- 
коллі пункта (t0,x0) мае непарыўныя вытворныя да (к + 1)-га па- 
радку ўключна.

Гэта азначае, што чым больш гладкая правая частка ўраў- 
нення (66), тым больш гладкае яго рашэнне.

У правыя часткі дыферэнцыяльных ураўненняў могуць ува- 
ходзіць якія-небудзь параметры, якія характарызуюць фізічную 
прыроду вывучаемай сістэмы (масы, зарады, пругкія 
характарыстыкі і г.д.), і значэнні гэтых параметраў вызначаюцца 
прыблізна. Так што самі дыферэнцыяльныя ўраўненні задаюцца 
толькі з некаторай ступенню дакладнасці. Таму, каб ураўненні маглі 
апісваць рэальныя працэсы, звычайна неабходна, каб іх рашэнні 
непарыўна залежалі ад параметраў, гэта значыць, каб яны мала 
змяняліся пры малых змяненнях параметраў.

Тэарэма 4. Няхай у задачы
dx
~Т = f(t.x.lL), x(t0,[L) = x0, (67)
at

дзе fl — параметр, функцыя f(t,x,[l) вызначаная і непарыўная ў 
некаторым абсягу D прасторы зменных (t,x,\l) і задавальняе 
ўмове Ліпшыца па х: \f (t,xlt^.)- f (t,x2,nf<L\x,-x,\,дзеЬ- 

пастаянная Ліпшыца, якая не залежыць ад Ц . Тады рашэнне x(t,\l) 
задачы (67), вызначанае на інтэрвале |?-^| <5, будзе непарыўным па 

ід з некаторага інтэрвалу |ц-Ро|^8.
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Заўважым, што калі рашэнне х(1,Ц0) існуе на ^-/0|<3, то 

рашэнне x(t,^.) таксамабудзе існаваць пры |/-/0|<8.

Геаметрычны сэнс тэарэмы заключаецца ў тым, што 
інтэгральныя крывыя, адпаведныя блізкім значэнням параметра Ц, 
блізкія.

У рэальных задачах, якія звязаны з рашэннем дыферэнцы- 
яльных ураўненняў, пачатковыя дадзеныя звычайна вядомы толькі з 
некаторым прыбліжэннем, таму што яны вызначаюцца эксперы- 
ментальна або вылічваюцца, а гэта непазбежна звязана з паяўлен- 
нем хібнасцяў. У сувязі з гэтым узнікае пытанне аб тым, як змя- 
няецца рашэнне пачатковай задачы пры невялікіх змяненнях па- 
чатковых дадзеных і ці залежыць яно ад гэтых велічынь непарыўна. 
Пытанне аб залежнасці рашэння ад пачатковых значэнняў можна 
прывесці да пытання аб залежнасці рашэння ад параметраў пры да- 

dx
памозе замены зменных. Сапраўды, ураўненне — = f(t,x) з па- 

dt
чатковай умовай x(t0) = х0 з дапамогай замены 
z(t) = x(t) — х0, у = t -10 прывядзём да ўраўнення 
dz
— = f(y + t0,z + x0), з пачатковай умовай z(0) = 0. У апошняй

задачы можна прымяніць прыведзеную тэарэму 4 аб непарыўнай 
залежнасці рашэння ад параметраў t0 і х0, калі функцыя f 
непарыўная і задавальняе ўмове Ліпшыца па х. (Тэарэма 4 мае 
месца і калі ў (67) правая частка залежыць ад некалькіх параметраў, 
гл. [26], глава IV, § 23, с. 178.)

Mae месца таксама тэарэма аб дыферэнцавальнасці рашэн- 
няў па параметру

Тэарэма 5. Разгледзім задачу (67). Няхай у некаторым абся- 
гу D прасторы зменных (t,x,\x) функцыя / мае непарыўныя вы- 
творныя да парадку k > 1 уключна па зменных Л х, ц. Тады pa-
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шэнне задачы Кашы (67) x(t,^.) мае к непарыўных вытворных 
адносна зменных t, Ц.

3 тэарэмы 5 вынікае тэарэма аб дыферэнцавальнасці рашэн- 
няў па пачатковых дадзеных

Тэарэма 6. Калі функцыя f(t,x) мае непарыўныя вы- 
творныя да парадку к> 1 уключна, то рашэнне x(t,t0,x0) задачы 
Кашы 

dx
^ = /(‘’Х)> х(*о) = хо at

мае непарыўныя вытворныя да парадку к > 1 уключна па сукуп- 
насці зменных t,t0,x0.

Сапраўды, пачатковыя дадзеныя можна разглядаць як пара- 
метры і заменай, указанай вышэй, перайсці да ўраўнення, правая 
частка якога залежыць ад пачатковых дадзеных, як ад параметраў, a 
пачатковыя дадзеныя не залежаць ад параметраў.

Варыянты заданняў для самастойнай працы

1.1. Рашыць задачу Кашы 2х^Г + х = 0, х(4) = 1.

2. Знайсці артаганальныя траекторыі сямейства гіпербал ху = С.
3. Рашыць дыферэнцыяльнае ўраўненне

х cos t dt + sin t dx = cos 2t dt.
4. Знайсці інтэгруючы множнік i рашыць ураўненне 

x2dt + (xt-l)dx = 0.

5. Знайсці агульны і асаблівыя інтэгралы ўраўнення х = tx2 + х2.

II. 1. Знайсці інтэгральную крывую ўраўнення х = sin (tx), якая 
праходзіць праз пункт О(0,0).

1. Знайсці асаблівыя рашэнні ўраўнення х = >J1 - х2. Зрабіць 
малюнак.
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1. Вызначыць крывую, якая праходзіць праз пункт А(а,а), калі 
адлегласць ад пачатку каардынат да датычнай у любым пункце 
крывой роўна абсцысе гэтага пункта.

2. Праінтэграваць ураўненне txx = 2х2 - 3t2.
3. Праінтэграваць ураўненне х + y/t2 + х2 — tx = 0.

dx
III. 1. Знайсці рашэнне задачы Кашы — = sgn х, x(t0) = х0.

t + x~2
2. Праінтэграваць дыферэнцыяльнае ўраўненне х =----------- .

x-t-4
3. Знайсці крывую, датычныя да якой утвараюць з восямі каардынат 

трохвугольнік пастаяннай плошчы, роўнай 2a2.

4. Знайсці агульнае рашэнне лінейнага ўраўнення х-~х = е2 - 1.

5. Праінтэграваць дыферэнцыяльнае ўраўненне 2х = tx + х In х .

IV. 1. Метадам паслядоўных набліжэнняў рашыць задачу Кашы 
х = 2tx, х(0) = 1.

2. Сіла току і у ланцугу з супраціўленнем R, самаіндукцыяй 
h электрарухальнай сілай Е задавальняе дыферэнцыяльнаму 

di
ўраўненню L—~ + Ri = Е . Рашыць гэтае ўраўненне, лічачы R , 

dt
L пастаяннымі, а электрарухальную сілу Е лінейна 
нарастальнай, Е = kt. Пачатковыя ўмовы: і = 0 пры t = 0 .

tx2
3. Знайсці агульны і асаблівыя інтэгралы ўраўнення 2х =-------.

х + 2
Праінтэграваць дыферэнцыяльныя ўраўненні:
4. х = е'~х.

dx х
dt t+x3
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V. 1. Ці мае дыферэнцыяльнае ўраўненне х = 5tx - (х)2 асаблівае 
рашэнне?

Праінтэграваць дыферэнцыяльныя ўраўненні:

3. tx - х2 In t + х = 0 .
4. Цыліндрычны рэзервуар даўжынёй 6м і дыяметрам 4 м размеш- 
чаны гарызантальна і напоўнены вадой. Праз які час уся вада вы-

цеча з рэзервуара, калі адтуліна радыуса —л« знаходзіцца на ўз-

роўні самай ніжняй з утваральных цыліндра?
5. Знайсці тры першыя паслядоўныя набліжэнні задачы Кашы 
х = 2х - 2t2 - 3, х(0) = 2.

VI. 1. Ці мае асаблівыя рашэнні ўраўненне х = Mt - 5х + 2 2
2. Знайсці час, на працягу якога ўся вада выцеча з канічнай варонкі, 

калі вядома, што палавіна вады выцякае за 2 мін.
Праінтэграваць ураўненні:
3. (х2 -t2)х = x-t2.

1
4. x = tx + ~.

х
5. Знайсці рашэнне ўраўнення xt3 - sin t = 1, якое задавальняе ўмо- 

ве х -4 5ті, t —> о°.

VIL 1 .Знайсці час t, за які вада, што запаўняе канічную варонку вы- 
шынёю Н см, з вуглом 2а пры вяршыні, выцякае з яе праз ма- 
лую адтуліну плошчай S см2, выразаную ў вяршыні конуса, калі
вядома, што скорасць v Ьызначаецца формулай v = k^gh, дзе

см
к = 0,6 , g = 9,8 —, h cm - вышыня слупа вады над адтулінай. 

с
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yll + t2^ = 0, х(0) = 1.2. Рашыць задачу Кашы t\ 1 + х2 + х

Праінтэграваць ураўненні:
dx ( х + 2 Л2

3- 7 = 2--- 7 •dt \t + х-1)
4. tx + х = tx2 In t.
5. Знайсці агульнае i асаблівае рашэнні ўраўнення 

tx2 - 2хх + 4t = 0.

VIII. 1. Знайсці дыферэнцыяльнае ўраўненне ўсіх прамых на плос- 
касці і праінтэграваць яго.

2. Знайсці метадам паслядоўных набліжэнняў набліжаныя рашэнні 
ўраўнення х = х2 — і2 ( знайсці тры набліжэнні, не лічачы х0), 
калі х(0) = 0.

Праінтэграваць ураўненні:
3. х + Зх tg 3t = sin 6t.
4. x = tx + -Jb2 + a2x2.
5. Рашыць задачу Кашы

2 2 f Л
sec ttgxdt + sec xtgtdx = 0, x — =—.

<4

IX. 1. Кандэнсатар, ёмістасць якога роўна Q, уключаецца ў ланцуг з 
напружаннем U і супраціўленнем R . Вызначыць зарад з кандэн- 

сатара ў момант t пасля ўключэння.
2. Знайсці агульнае і асаблівае рашэнні дыферэнцыяльнага ўраўнен- 

ня х2 -хх + е' = 0.
Праінтэграваць ураўненні:
3. (t2 + 2xt)dt + txdx = 0.
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Xj
5. Устанавіць від частковага рашэння ўраўнення 
х-ІОх = е' -te1 + t.

X. 1. Пункт масы т рухаецца прамалінейна. На яго дзейнічае сіла, 
прапарцыянальная часу (каэфіцыент прапарцыянальнасці k^. 
Акрамя таго, пункт адчувае супраціўленне асяроддзя, прапарцыя- 
нальнае скорасці (каэфіцыент прапарцыянальнасці к2). Знайсці 
залежнасць скорасці ад часу, лічачы, што ў пачатковы момант 
скорасць роўна нулю.
2. Знайсці рашэнне ўраўнення х-xln2 = 2s,n‘(cos t — 1)1п 2 пры 

ўмове, што х абмежаваная пры t —> +<».
Праінтэграваць ураўненні:.
3. (arcsin t + 2tx)dt + (t2 +1 + arctg x)dx = 0.
4. x = xlnx.
5. Праінтэграваць ураўненне, якое мае інтэгруючы множнік, што 
залежыць толькі ад f : (t2 cos t- х )dt + tdx = 0.

XL 1. Закон распаду радыю заключаецца ў тым, што скорасць распа- 
ду прапарцыянальная наяўнай колькасці R радыю. Знайсці за- 
лежнасць R ад t, скласці дыферэнцыяльнае ўраўненне і вызна- 
чыць каэфіцыент прапарцыянальнасці з доследных дадзеных, якія 
сцвярджаюць, што праз 1600 гадоў застанецца палавіна пачатко- 
вай колькасці радыю.

Рашыць дыферэнцыяльныя ўраўненні:

73За Зак. 970



4. (1 + t2 )x = 2tx + (l + t2 )2.

5. Знайсці агульнае рашэнне ўраўнення х = х - tx-t, якое мае 
частковае рашэнне віду x=at+b.

XII. 1. Скласці дыферэнцыяльнае ўраўненне сямейства крывых, у 
якіх плошча, заключаная паміж восямі каардынат, гэтай крывой і 
зменнай ардынатай, прапарцыянальная чацвёртай ступені гэтай 
ардынаты.

Праінтэграваць ураўненні:
2. х = sin (х -1).

2t2

х- 3t + tx
4. Рашыць задачу Кашы (х4 ех + 2t)x = х, х(0) = 1.
5. Знайсці па агульнаму рашэнню крывыя, падазроныя на асаблівыя 
рашэнні, і праверыць, ці будуць яны асаблівымі рашэннямі: 
х = 4t4x -1, х = (t2 + с)2 +1.

XIII. 1. За які час вада, што запаўняе сферычную чашу дыяметрам 
2 м, выцеча з яе праз круглую адтуліну дыяметрам 0,2 м, выра- 
заную ў дне чашы, калі скорасць выцякання вады v = 0,6~^2gh 
(см/сек), h — вышыня слупа вады над адтулінай?

Праінтэграваць ураўненні:
2. (х4 - 3t2 )dx + txdt = 0.
3. х- sin t cos t — x sin t.
4. Знайсці агульнае рашэнне ўраўнення пры дапамозе інтэгрую- 

.2
чага множніка х + 2tx - 2te = 0.
5. Рашыць задачу Кашы х3 -tx2 - 4хх + 4tx = 0, х(0) = 1.
XIV. І.Знайсці ўраўненне крывой, якая праходзіць праз пункт
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1,— L калі для любога адрэзка |7;q плошча крывалінейнай 
k 2 )
трапецыі, абмежаванай адпаведнай дугой гэтай крывой, роўна 
адносінам абсцысы t канцавога пункта да ардынаты.
2. Знайсці па віду ўраўнення крывыя, падазроныя на асаблівыя 

рашэнні, і праверыць, ці будуць яны асаблівымі рашэннямі 
ўраўнення х2 — 4х = 0.

Знайсці агульны інтэграл дыферэнцыяльных ураўненняў:
3. 3t2e dt + (t3e  -l)dx = 0.x x

4. tx + x = x2lnt.
5. Вызначыць від частковага рашэння ўраўнення 
х + х = е~( +t2 -1.

XV. 1. Некаторае рэчыва ператвараецца ў іншае рэчыва са скорас- 
цю, прапарцыянальнай масе неператворанага рэчыва. Калі маса 

першага ёсць 31,4 г праз адну гадзіну і 9,7 г праз тры гадзіны, 
то вызначыць: а) масу рэчыва ў пачатку працэсу;
б) праз колькі часу пасля пачатку працэсу застанецца толькі 1 % 
першапачатковай масы зыходнага рэчыва ?

2. Даказаць па віду ўраўнення, што яно не мае асаблівых рашэнняў
х = dl + x2.

Знайсці агульны інтэграл дыферэнцыяльных ураўненняў: 
(t-x)dt + (t + x )dx

3. 2 2 ~
Г +х

4. 2х(х +1) = tx2.
5. Знайсці тры першыя паслядоўныя набліжэнні задачы Кашы 

x = 2x-2t2-3, х(0) = 2.
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ГЛАВА II
ЛІНЕЙНЫЯ ДЫФЕРЭНЦЫЯЛЬНЫЯ ЎРАЎНЕННІ

§ 1. Агульныя ўласцівасці лінейных ураўненняў

Лінейным дыферэнцыяльным ураўненнем п -га парадку назы- 
ваецца ўраўненне віду
«о (t)x<n> + ^/t)x(n~,} + a 2( t)x(n~2> + ...+ а„^ (t)x + а„( t)x = f(t),(V) 
дзе a0(t), a/t), ...,an(t), f (t) — зададзеныя на некаторым ін- 
тэрвале (a;b) сапраўдныя функцыі.

Калі правая частка f(t) = O, то ўраўненне будзем называць 
аднародным.

Няхай зададзена лінейнае аднароднае ўраўненне 
a0(t)x(n) +al(t)x(n~l,> +... + an(t)x = 0.

Калі ao(t)^O на інтэрвале (a;b), то, падзяліўшы ўсе члены 
дадзенага ўраўнення на каэфіцыент a0(t), атрымаем

х(п) + Pi(t)x(n~I} + ... + pn(t)x = 0. (2)
Задача Кашы для ўраўнення (1) фармулюецца так: знайсці 

рашэнне х = x(t) ураўнення (1), якое задавальняе пачатковым 
умовам

x(t0) = x0, x(t0) = x0 ,..., х(п~'>(t0) = х^0, (3)
дзе х0, х0,... .х^^ - зададзеныя лікі, t0&(a;b). Тэарэма існа- 
вання і адзінасці рашэння ўраўнення (1) пры ўмовах (3) фармулю- 
ецца так:

Тэарэма 1. Няхай на інтэрвале I = (а;Ь) каэфіцыенты a^t) 

і = 0,п і правая частка f(t) ураўнення (1) непарыўныя, прычым 
ао(і)*О V/е/. Тады:
1) рашэнне задачы Кашы (1), (3) існуе на ўсім інтэрвале (а;Ь);
2) калі два рашэнні x/t) і x2(t) ураўнення (1) задавальняюць ад- 
ным і тым жа пачатковым умовам (3), to x,(t) = x2(t) Vt е (a;b).
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Практыкаванне 1. Даказаць тэарэму 1, карыстаючыся 
доказам агульнай тэарэмы існавання і адзінасці рашэнняў (гл. канец 
§ 4.3).

Заўвага 1. Рашэнне ўраўнення (2) з пачатковымі ўмовамі 
х(*о) = О' х(Ч) = 0, ••■> ^"^(to)-® адзінае і x(t) = 0 для 
\/t е (а;Ь). Гэтае сцвярджэнне вынікае з тэарэмы 1.

Калі Э t0 е I такое, што a0(t0) = 0, то тэарэма 1 не мае мес- 
ца. Напрыклад, задача Кашы

t2х(t) + tx(t) - 4x(t) = 0, х(0) = х(0) = 0, t е I = (-1,1)
мае два рашэнні x(t) = Г, t е I і x(t) = 0, t & I.

Для скарачэння запісу ўвядзём у разгляд наступны лінейны 
дыферэнцыяльны аператар

L(x) = x(n> + p^t)^”-1* + p2(t)x(n~2) + ...+pn_t(t)x + pn(t)x.
Відавочны тры ўласцівасці аператара L(x):

1°. L(Cx) = C L(x),
2°. L(xt +х2)= L(xt) + L(x2),
3 . L(C1x] + C2x2+...+Cmxm) = CjL(xj) + ...+CmL(xm).

Тут C, С/,..., Cm - адвольныя пастаянныя.
3 дапамогай уведзенага аператара неаднародныя ўраўненні бу- 

дзем запісваць у выглядзе
L(x) = f(t),

а аднародныя - у выглядзе
L(x) = 0.

Непасрэднай праверкай можна ўпэўніцца, што маюць месца 
наступныя ўласцівасці:
а) лінейнае ўраўненне застаецца лінейным пры любой замене неза- 
лежнай зменнай Г = (р^т/ дзе ^>(х)~ любая функцыя ад Т , вызна- 
чаная і непарыўная разам са сваімі вытворнымі да парадку п уключ- 
на ў інтэрвале fto/Tj, прычым a = ^(х0),Ь - ^(х 2), q'(T)*0 
VTefT0;Tj;
б) лінейнае ўраўненне застаецца лінейным пры любой лінейнай за-
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мене шуканай функцыі: х = a(t)y + $(t), дзе у - новая невядомая 
функцыя, U.(t) і Pf^ - адвольныя п раз непарыўна дыферэнца- 
вальныя функцыі ад t, прычым a(t)^0 Vt е I.

Заўвага 2. Відавочна, што, выконваючы падстаноўку х = 
= Ot(t)y у аднародным лінейным ураўненні, атрымаем таксама лі- 
нейнае аднароднае ўраўненне.

Заўвага 3. Падстаноўкай x = a(t)y ва ўраўненнях (1) і (2) 
можна знішчыць член, што змяшчае вытворную (п- 1)-га парадку.

§ 2. Лінейныя аднародныя ўраўненні

Будзем разглядаць ураўненне 
def

L( х) = х(п) +рІ( t)x(n~‘) +.. .+pn_l (t)x + pn(t)x = 0. (4)
3 уласцівасцяў 1.1° - 1.3° лінейнага аператара непасрэдна 

вынікае, што калі x^t) і x2(t) з’яўляюцца рашэннямі ўраўнення (4), 
то маюць месца сцвярджэнні:

1°. Сума xt(t) + x2(t) ёсць рашэнне гэтага ўраўнення.
2°. Для любой пастаяннай С і любога рашэння x(t) ураўнен- 

ня (4) здабытак Сх(t) таксама рашэнне (4).
3°. Калі маем частковыя рашэнні хг х2,...,хп ураўнення (4), 

то выраз CjXj + С2 х2+...+С„хп - таксама рашэнне гэтага 
ўраўнення (С/л ...,С„ - адвольныя пастаянныя).

4°. Калі x,(t) і x2(t) - рашэнні неаднароднага ўраўнення 
^(x)~f(t)> то іх рознасць x,(t)-x2(t) - ёсць рашэнне 
аднароднага ўраўнення L(x) = 0.

5°. Калі камплексназначная функцыя х = u(t) + iv(t), дзе 
u(t), v(t)~ сапраўдныя функцыі ад сапраўднай зменнай t, a 
і = V-7 (гл. [15], глава III, § 8, п. 23.3, с. 518), з’яўляецца рашэннем 
аднароднага ўраўнення L(x) = 0, то сапраўдная частка гэтага
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рашэння u(t) і яго ўяўная частка v(t) паасобку - рашэнні 
ўраўнення L(x) = 0.

Практыкаванне 1. Даказаць уласцівасці 1° - 5°.
3 уласцівасцяў 1 , 2 вынікае, што мноства рашэнняу урау- 

нення (4) утварае лінейную прастору. I для знаходжання любога 
рашэння ў гэтай прасторы неабходна вызначыць яе базіс, калі ён 
існуе, гэта значыць знайсці лінейна незалежныя рашэнні, праз якія 
лінейным чынам выразіцца любое рашэнне ўраўнення (4).

Напомнім, што функцыі x,(t), x2(t) ,...,xn(t) называюць 
лінейна залежнымі ў прамежку (а;Ь), калі існуюць пастаянныя лікі 
ар а2,..., ап, не ўсе з якіх роўныя нулю, такія, што

alx1(t) + a2x2(t)+...+anxn(t) = 0, t&(a;b). (5) 
Калі ж роўнасць (5) мае месца толькі пры а7 —^2 =...= «„ = 0, то 
функцыі x,(t), x2(t),...,xn(t) называюцца лінейна незалежнымі на 
(а;Ь).

Дастатковай умовай лінейнай незалежнасці п функцый, непа- 
рыўных разам са сваімі вытворнымі да (n-J)-ra парадку ў пра- 
межку (а;Ь), з’яўляецца тое, што дэтэрмінант Вронскага (вран- 
скіян) W^X! ,х2,...,хД гэтых функцый не роўны нулю хоць у адным 

пункце прамежку (а;Ь), гэтазначыць

t е(а;Ь)

^х2,х2>. •>*„] =

*1(1)
Xi(t)

x2(t)

х2(О
xn(t)

• xn(t)
*0,

х^а) ^-"(t) ■ • x^ft)

(гл. [2], глава V, § 2, с. 178).
Практыкаванне 2. Даказаць сфармуляванае вышэй сцвяр- 

джэнне.
Калі зададзеныя п функцый з’яўляюцца частковымі рашэн- 

нямі лінейнага аднароднага дыферэнцыяльнага ўраўнення п -га
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парадку, умова неператварэння вранскіяна ў нуль хоць у адным 
пункце з’яўляецца не толькі дастатковай, але і неабходнай умовай 
лінейнай незалежнасці гэтых рашэнняў (гл. [10], глава I, § 10, с. 44).

Тэарэма 2 (аб структуры агульнага рашэння аднароднага 
ўраўнення). Усякае лінейнае аднароднае дыферэнцыяльнае ўраў- 
ненне (2) парадку п мае роўна п лінейна незалежных рашэнняў 
x^t), x2(t),...,xn(t), t&(a;b). Агульнае рашэнне гэтага ўраўнення 
мае від

п
*(t) = C^j (t)+ С2х2 (t)+.. .+СпХп (t) = ^ СІХІ (0. (6)

дзе СІ,С2,...,Сп - адвольныя пастаянныя.
Сістэму п лінейна незалежных рашэнняў x^t), 

x2(t),...,xn(t) (далей будзем абазначаць х^ х2,...,хп) лінейнага 
аднароднага дыферэнцыяльнага ўраўнення (2) называюць фун- 
даментальнай сістэмай рашэнняў гэтага ўраўнення.

Фундаментальная сістэма рашэнняў х,, х2,...,хп цалкам вы- 
значае лінейнае аднароднае ўраўненне (2), і таму можна паставіць 
задачу аб знаходжанні ўраўнення (2), якое мае зададзеную фунда- 
ментальную сістэму рашэнняў х,, х2,...,хп.У сілу таго, што ўсякае 
рашэнне х шуканага ўраўнення (2) павінна быць лінейна залежным 
ад рашэнняў x/t х2,...,хп, дэтэрмінант Вронскага н[хІ,х2,...,х„,х]=

або, раскладаючы па элементах апошняга слупка,

= 0, або ў разгорнутым выглядзе
х/ х2 •" хп X

Х1 х2 - Хп X

= 0
Y(*-1) Y(n-1) Y(n-1)

х2 хп
х(„-і)

Х1
„(") Y(n)х2 ... хп х(п>

80



(7)

Ураўненне (7) i з’яўляецца шуканым ураўненнем. 
Параўноўваючы (4) і (7), адзначаем, што

Pi(t) = ~

хі

хі

Хп

Хп
1

Y(n-2)
Xl

Х<П)
X1

r(n-2)
•n

x^
лп

Лёгка бачыць, што дэтэрмінант з гэтага ўраўнення роўны вытворнай 
ад дэтэрмінанта Вронскага (правіла дыферэнцавання дэтэрмінанта 
гл. [11], глава 8, п. 8.6, с. 67).

W'
Значыць, Pi(t) = - . Інтэгруючы гэтае ўраўненне, будзем

мець W=Ce ‘° . Пры t = t0 атрымаем С =W(t0), адкуль
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-$ Pl (')dt 

W(t)=W(t0)e '° . (8)
Формулу (8) называюць формулай Астраградскага-Ліувіля.

Формула (8) можа быць выкарыстана для рашэння лінейнага 
аднароднага ўраўнення другога парадку

х + p](t)x + p2(t)x = 0 . (9)

Згодна з формулай (8) маем
Х1

хі

х
. = С^

-\pi(t)dt
, дзе х; -

любое нетрывіяльнае рашэнне ўраўнення (9).
Раскрываючы дэтэрмінант, атрымаем лінейнае ўраўненне

-\pi(')dl
першага парадку х,х — х,х = Cje J , якое можна рашыць 
спосабам, апісаным у § 1.7.

Напрыклад, калі х2(і)^0 ^ t & (a;b) ,то дзелячы атрыма-

2 нае ўраўненне на х. , знаходзім — — 
Ж\хі J

~[pi(<)dl
= —7 С,е J , адкуль 

хі

х = С2х, + (Ю)

Прыклад 1. Функцыі х, =1,х2 = е' ,х3 = е2' задавальняюць
некатораму дыферэнцыяльнаму ўраўненню трэцяга парадку. Перака- 
нацца, што яны ўтвараюць лінейна незалежную сістэму, і скласці гэ- 
тае ўраўненне.

Рашэнне. Складзём дэтэрмінант Вронскага

^[хі,х2>хз] =

1 е‘ е2‘

0 е‘ 2е2' = 2е3' ^О, Vie R.

0 е‘ 4е2'

Значыць, функцыі лінейна незалежныя. Агульнае рашэнне шу- 
канага дыферэнцыяльнага ўраўнення мае від х = С, + С2е' + С3е2'.
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Цяпер ясна, што чатыры функцыі х, 1, е', е2' утвараюць ужо лінейна 
незалежную сістэму (функцыя х лінейна выражаецца праз астатнія), 
таму дэтэрмінант Вронскага роўны нулю, гэта значыць

X 1 е' е2'

w[x,l,e' ,е2'] =
X

X

0

0

е' 

е'

2е2'

4е2'
= -2е3'(х - Зх + 2х) = 0

X 0 е' 8е2'
Адсюль 'х-Зх + 2х = 0 - шуканае дыферэнцыяльнае ўраўненне.

Прыклад 2. Паказаць, што функцыя х = С^' + С2е~3' 
з’яўляецца агульным рашэннем ураўнення х-9х = 0.

Рашэнне. Непасрэднай падстаноўкай х у дадзенае ўраўненне 
лёгка пераканацца ў тым, што функцыі х, = е3' і х2 = е~3' з’яўля- 
юцца яго рашэннямі. У выпадку дзвюх функцый крытэрый лінейнай 
залежнасці спрошчваецца. Менавіта непарыўныя функцыі х^і) і
x2(t) будуць лінейна незалежнымі ў прамежку (а;Ь), калі іх ста-

сунак не ровен тоесна пастаяннай \(t) 
.хі(і)

Ф const, x2(t)^0, te(a;b) У

x,(t) -гэтым прамежку, калі ж —-----= const, то функцыі ліненна за-
х2({)

лежныя.
У дадзеным прыкладзе ^-= е6' * const ■ Таму х, і х2 скла- 

х2
даюць фундаментальную сістэму рашэнняў. Адкуль х = C\e3t + 

+ С2е ^ - агульнае рашэнне.

Прыклад 3. Ураўненне (2t-t2)x + (t2 -2)x + 2(l-t)x = 0 

мае частковае рашэнне Xj - е‘. Знайсці рашэнне задачы Кашы для 
гэтага ўраўнення з пачатковай умовай х(3) = 1, х(3) = 0.

Рашэнне. Запісаўшы дадзенае ўраўненне ў кананічнай форме
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t2-2 2(l-t)
4------rx +--------yx-O, (t^O, t ^ 2), маем Pi(t) =

2t-C 2t-C
t2-2

- ----- y. Будзем разглядаць прамежак I = (2;+°°). Знаходзім:

t2-2

2t-t2
t-1 ’

t2 -2t >
dt — t +

+ J-^—^— = t + ln \г - 2t\.
J(t-l)2~l 1 1

Значыць, згодна з формулай (10), 
t+ln\t2-2t\

х = С2е' + С^ j - ---- ^----- dt = С2е' + С^ \ е~‘ (t2 - 2t)dt =

= С2е‘ +Cjt2.
Значэнне C], С2 знойдзем, выкарыстоўваючы зададзеную 

пачатковую ўмову:
С2е3+9С!=1, С^+бС^О, С, = ^, С2 =-2е~3. 

Рашэнне зыходнай задачы Кашы мае выгляд
x = -2e-1-e'+^t!=-2e'-3+jl!.

Непасрэднай падстаноўкай можна ўпэўніцца, што, ведаючы 
частковае рашэнне X] лінейнага аднароднага ўраўнення, з дапамо- 
гай лінейнай замены шуканай функцыі x = x^zdt паніжаецца па- 

радак гэтага ўраўнення, а значыць, і парадак неаднароднага ўраўнен- 
ня на адзінку. Атрыманае ўраўненне (п — 1)-га парадку адносна но- 
вай зменнай z таксама з’яўляецца лінейным.

Кожнае з вядомых лінейна незалежных частковых рашэнняў 
лінейнага аднароднага ўраўнення дазваляе панізіць яго парадак на 
адзінку (гл. падрабязна ў [2], глава V, § 2, с. 187).
84



Практыкаванне 3. 3 дапамогай падстаноўкі х = X] пані-

зіць парадак лінейнага дыферэнцыяльнага ўраўнення п -га парадку 
на адзінку.

Прыклад 4. Вядомы два частковыя рашэнні х1 = t2 ,х2 — t3 

ураўнення t3'x - 3t?х + 6tx - 6х = 0 (t > 0). Знайсці агульнае ра- 
шэнне гэтага ўраўнення.

Рашэнне. Маем w\xI,x2\ =
t2 t3
2t 3t2

= t4 * 0 пры t *0. Та-

му xhx2 - лінейна незалежныя. Для паніжэння парадку выкарыс-

таем падстаноўку х = Xj 2 d х\ I
Z = — “7,1*0 ,z- dt\t2) J

новая невядомая функцыя. Будзем мець х = 2t^ zdt +1 2z, X =

= 2J zdt + 4tz +t2 z, x = 6z + 6tz + t2z. Пасля падстаноўкі x, x, x, x 

y зададзенае ўраўненне адносна функцыі z атрымаем лінейнае ад- 

народнае ўраўненне віду z + ~z = 0. Раз гэтае ўраўненне мае рашэн-

d ]
не = то па формуле (10) яго агульнае рашэнне

z
-Г-л С1 2е 1 dt = С2 + ~t . Зыходнае ўраўненне мае

агульнае рашэнне x = C;t + +C2t + C3t .

§ 3. Лінейныя неаднародныя ўраўненні

Структура агульнага рашэння лінейнага неаднароднага ўраўнен- 
ня
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x(n)+P](t)x(n l)+p2(t)x(n 2j+...+pn_](t)x + pn(t)x = f(t) (11) 
вызначаецца наступнай тэарэмай.

Тэарэма 3. Агульнае рашэнне ўраўнення (11) ёсць сума некато- 
рага яго частковага рашэння x*(t) і агульнага рашэння x°(t) 
адпаведнага аднароднага дыферэнцыяльнага ўраўнення (2) , гэта 
значыць х = x*(t) + C]X] +С2х2+...+Спхп = x*(t) + x°(t), дзе 
Х],...,хп - фундаментальная сістэма рашэнняў ураўнення (2).

Такім чынам, калі вядома агульнае рашэнне адпаведнага адна- 
роднага ўраўнення, то для пабудовы агульнага рашэння неаднарод- 
нага ўраўнення неабходна знайсці адно яго частковае рашэнне.

Разгледзім ураўненні L(x) = fj(t) і L(x) = f2(t). Калі 
х1 (t) ёсць рашэнне першага з гэтых ураўненняў, a х2 (t)- дру- 

гога, то сума x‘(t) + ^(t) ёсць рашэнне ўраўнення L(x) = fi(t) + 
+ f2(t). Гэтая ўласцівасць распаўсюджваецца на любы канечны лік 
рашэнняў і складае сутнасць так званага прынцыпу суперпазіцыі. 
Справядлівасць гэтага прынцыпу вынікае з лінейнасці аператара 
Цх).

Практыкаванне 1. Праверыць прынцып суперпазіцыі. Няхай 
к

маем ураўненне L(x) = f(t), дзе f (t) = ^fi(t). Даказаць, што

к
рашэнне гэтага ўраўнення запішацца x(t) = ^x'(t), дзе x‘(t)~ 

i-l
рашэнне ўраўнення Lfx) = f^t).

Апішам спосаб рашэння неаднароднага ўраўнення, які нале- 
жыць Лагранжу і называецца метадам варыяцыі адвольных пастаян- 
ных.

Дапусцім, што хІ,х2,...,хп — фундаментальная сістэма рашэн- 
няў аднароднага ўраўнення (2), тады агульнае рашэнне гэтага ўраў- 
нення мае выгляд
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х° =СІх1+...+Спхп, (12)
дзе С],...,Сп -адвольныя пастаянныя.

Рашэнне ўраўнення (11) будзем адшукваць у выглядзе (12), лі- 
чачы, што СІ,С2,...,Сп з’яўляюцца ўжо не пастаяннымі, а функ- 
цыямі ад t, гэта значыць у выглядзе 

п
x = Cl(t)xI+...+Cn(t)xn =^Cj(t)xn(t), (13)

і=1

дзе Cj(t) - гладкія функцыі, і — 1,п.
Такім чынам, атрымана п новых невядомых функцый. Для іх 

вызначэння патрэбна мець п ураўненняў - адно з іх атрымаецца з 
умовы, што выраз (13) задавальняе (11), астатнія п-1 ураўненняў 
можна задаваць адвольна, у прыватнасці, так, каб вытворныя функ- 
цыі (13) мелі па магчымасці той жа выгляд, які яны маюць пры 
пастаянных С(. Дыферэнцуючы (13), маем

* = tSi(t)*i(t)+tSi('^(t)- 
і=і і=і

Каб выканалася ўстаноўленая ўмова, дапусцім 
п
Yci(t)xi(t) = O. (14)
І=1

Тады

^Yc.ftjx^t). (15)
І=1

Дыферэнцуючы (15) і выконваючы адзначаныя вышэй умовы, атры- 
маем

п
^Ci(t)xi(t) = 0 (16)
і=1

і г.д. Аб’яднаем умовы (14), (16) і г.д. і выкарыстаем, што выраз (13) 
ёсць рашэнне (11). Тады ўраўненні для знаходжання п невядомых 
C](t),..., Cn(t) будуць мець выгляд
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Crftrf’ +C2(t)x,j\..+C„(t)x<‘> =0. 1 = 0,n-2.

^(Ох'Г" + C2(t)x'r'>+...+C,(l)xt,"-‘) = f(D-
(Пад вытворнай нулявога парадку разумеем саму функцыю.) 3-за 
таго, што Хі,...,хп — фундаментальная сістэма рашэнняў 
аднароднага ўраўнення (2), дэтэрмінант атрыманай лінейнай 
аднароднай алгебраічнай сістэмы, вранскіян w[xj,...,хп], не роўны 

нулю. Таму гэта сістэма мае адзінае рашэнне С( (t),i = 1,п.
1 

Прыклад 1. Знайсці агульнае рашэнне ўраўнення х+х =------ ,
cos t 

калі фундаментальная сістэма рашэнняў адпаведнага аднароднага 
ўраўнення мае від X; = 1, х2 = cos t, х3 = sin t.

Рашэнне. Агульнае рашэнне зыходнага ўраўнення будзем ад- 
шукваць у выглядзе

x(t)= C/(t) + C2(t)cos t + C3(t)sin t, 
дзе Cj(t),C2(t),C3(t) вызначаюццасістэмай

Ct(t) + C2(t)cos t + C3(t)sin t = 0, 
• -C2(t)sin t + C3(t)cos t = 0,

- C2(t)cos t - C3(t)sin t = —-—. 
cos t

Вырашыўшы сістэму, атрымаем
CI(t) = -^—,C2(t) = -1, Сз(*) = ~і§і. адкуль 

cos t

Cj(t) = In
1 + sin t

cos t + C], C2(t) = -t + C2, C3(t) = ln\cos t\ + C3.

Агульнае рашэнне зыходнага ўраўнення мае выгляд

х = С/ + С2 cos t + С3 sin t + In
1 + sin t 

cos t
-1 cos t + sin t ■ In \cos t\
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Заўвага 1. Для ўраўнення другога парадку 
х + Pi(t)x + p2(t)x = f(t) 

сістэма для знаходжання C](t) і C2(t) мае від

C] (t)xi (t) + C2(t)x2 (t) = 0,

C](t)x](t) + C2(t)x2(t) = f(t).
Вырашаючы яе па формулах Крамера (гл. [12], п. 4.7, с. 63), маем

C](t) =
о X2(t) Xj(t) x2(t) 

f(t) x2(i) X^t) x2(t)

^ f(t)-X2(t)

c2(t) = 4<P^<P . Таму

Г f(t)x2(t) 
с-^=-та'~dt + Ci, С^Мй/Г ldt + C2-

.. 2 . ctgtПрыклад 2. Праінтэграваць ураўненне х + ~х + х = —-—,

sin t
пры ўмове, што вядома частковае рашэнне X/ =—-—адпаведнага

аднароднага ўраўнення.
Рашэнне. Патрэбна знайсці другое частковае рашэнне адна-

роднага ўраўнення. Выканаем у ім замену (гл. § 2)
sin t r 

х =------ zdt,
t J

тады 
t cos t - sin t t sin t

x =-------- 5------- \ z dt +-------z,
t2 J t

sin t 2(t cos t — sin t) (t2 - 2)sin t + 2t cos t r
x =------z +----------- ;--------- z ----------------- ;------------- \zdt.

t Г t 2
Пасля падстаноўкі x,x,x y адпаведнае аднароднае ўраўненне 

атрымаем sin t-z + 2cos t - z = 0. Інтэгруючы, будзем мець
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V 1
z =---- —. Таму

sin" t
sin t r dt sin t sin t cos t

x = ~r~ ■ J Q . 2 = —7— (C- - Cict8 ^ = C? ~7~ ~^i / “ 
t J sin t t t t

2
агульнае рашэнне аднароднага ўраўнення х + ~х + х = 0. Вранскі-

sin t
ян, складзены з частковых рашэнняў х, =—-—,х2 =

cos t
------  і іх вы-

t

творных, Згодна са сказаным у заўвазе 1, частко-

вае рашэнне зыходнага ўраўнення знаходзіцца так:

x*(t) = -xj x2f(t)dt tx,f(t)dt sin t t cos21 , 
r i + ^2 J 1г T — I • dtW[xltX2\ W[X1’X2\ 1 J Slnt

cos t r sin t
------  cos tdt =------ In

t J t
t 

lgT Агульнае рашэнне мае выгляд

sin t cos t sin t t 
x = C,------ + -----h----In tg~1 t 2 t t s2

§ 4. Лінейнае ўраўненне першага парадку з пастаяннымі 
каэфіцыентамі і правай часткай у выглядзе квазіпалінома

Разгледзім лінейнае неаднароднае ўраўненне першага парадку 
са спецыяльнай правай часткай

х-Хх= Pm(t)e'^^, (17)
дзе А,, Д — пастаянныя, Pm f^ — паліном ступені т, гэта значыць 
Pm(t) = aotm +a1tm~l+...+am, ао*О.

Пакажам, што калі Ц^Х, то ўраўненне (17) будзе мець част- 
ковае рашэнне віду

x = Qm(t)e'1', (18)
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калі ж Ц = X, то віду

x = tQm(t)e^, 
дзе Qm(t)~ паліном ступені т.

Будзем шукаць рашэнне ўраўнення (17) у выглядзе 
х = ец'-z.

Падставіўшы яго ў (17), атрымаем для z ураўненне 
z + (li-^z= PmCt).

Калі ў (20) ц = X, to z = j Рт (х) dr = 
о

(19)

(20)

так
tт

t On -------- +---+Om° m + 1

што (19) мае месца.
Калі Ц ^ X, будзем z(t) адшукваць у выглядзе палінома

z = Q,(l) = b„t-+bll-'+...+b,
з нявызначанымі каэфіцыентамі.

Пасля падстаноўкі ў (20) атрымаем
(V~X)botm +[hL-k)bl+rnbo]tm-\...= aotm +а^

Параўноўваючы злева і справа каэфіцыенты пры аднолькавых сту-

пенях t, паслядоўна знаходзім Ьо = ао 
Ц-Х’ ь,= aj -mb0 

ц-Х
Усякае рашэнне адпаведнага аднароднага ўраўнення х-Хх=0

мае рашэнне х — Се^', С— адвольная пастаянная.
Такім чынам, знойдзены ўсе рашэнні ўраўнення (17) (гл. тэа- 

рэму 3). I, значыць, можна, выкарыстоўваючы прынцып суперпазі- 
цыі (гл. § 3), знайсці ўсе рашэнні ўраўнення

х-кх = f (t),

дзе f (t) = е^1'P/(t) +е^2'P2(t)+...+еКк'Pk(t) - функцыя. якую 
называюць квазіпаліномам.

Такім жа спосабам можна паказаць, што калі ў (17) X \ ц - 
камплексныя лікі, a T^f/J —палілом з камплекснымі каэфіцыентамі,
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то гэтае ўраўненне таксама мае частковае рашэнне (18) пры ц ^ X і 
(19) пры ц = X.

Заўвага 1. Рашэнне ўраўнення х-)сх = 0 пры камплексным 
ліку X будзе камплексназначнай функцыяй сапраўднага аргумента.

Вызначым экспаненту е^' пры камплексных значэннях X. 
Калі X = а + ф, дзе а,Р-сапраўдныя лікі, то маем ^а+|^'= 

= еаі (cos fit +і sin fit) -формулу Эйлера(гл. [13], глава III, п. 11, с. 
87).

Усе ўласцівасці, характэрныя для функцыі е^' пры сапраўд- 

ных X , маюць месца і для функцыі ем з камплексным X (гл. [14], 
глава I, § 4, с. 42).

Практыкаванне 1. Даказаць наступныя ўласцівасці функцыі 
е^' пры камплексных значэннях X .

1° e^ ^2' = е^‘^2^
2°.^^ =/.

3° = Хе^.
dt

4°}ех’Л = р'( а*0).

'о

Прыклад 1. Рашыць ураўненне х - 4х = (t2 - 1 )е2'.
Рашэнне. Адпаведнае аднароднае ўраўненне мае рашэнне 

х0 = Ce4t. Частковае рашэнне ў сілу формулы (18), пры JI ^ X, мае 

выгляд х* = (at2 + bt + с)е2‘. Знойдзем каэфіцыенты а,Ь,с. Для 

гэтага прадыферэнцуем х* па / і падставім у зыходнае ўраўненне. 
Скараціўшы на е2' атрыманае судачыненне, будзем мець 2at+b + 
+ 2at2 + 2bt + 2с- 4at2 - 4bt - 4c = t2 - 1. Параўноўваючы каэфі- 
цыенты пры аднолькавых ступенях t злева і справа, атрымаем сіс-
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тэму для знаходжання каэфіцыентаў: 2а- 4а = 1, 2а + 2b - 4b = 0, 

b + 2с- 4с = -1, адкуль а = - — .Ь = - — ,с = —.
2 2 4

Такім чынам, частковае рашэнне разглядаемага ўраўнення роў- 

на х* = (-~t2-~t+ ~)е2‘, а яго агульнае рашэнне х = Се4' +

1 2 1 1

Прыклад 2. Напісаць від частковага рашэння для ўраўнення 
х — 2х = е"1 + 2tc‘ + 1.

Рашэнне. Згодна з прынцыпам суперпазіцыі будзем шукаць 
частковыя рашэнні ўраўненняў х-2х = е21, x-2x = 2te‘, х-2х = 1. 
Сума адпаведных частковых рашэнняў х*],х2,х3 будзе частковым 

рашэннем зыходнага ўраўнення. Згодна з формулай (19) X/ = 
= ate2' ,а па формуле (18) х*2 = (bt+c)e' ,x*3=d. Тады х’ = ate2' + 

+ (bt+c)e' +d.

§ 5. Лінейныя аднародныя ўраўненні з пастаяннымі 
каэфіцыентамі

Разгледзім лінейнае аднароднае ўраўненне
х<п> + aix'”"1 >+...+апх = 0, (21)

дзе ўсе каэфіцыенты аі,а2,..., ап - пастаянныя сапраўдныя лікі.
У сілу агульных уласцівасцяў лінейных ураўненняў, дастатко- 

ва знайсці п частковых рашэнняў разглядаемага ўраўнення, якія 
ўтвараюць фундаментальную сістэму. Будзем адшукваць гэтыя 
частковыя рашэнні ў выглядзе (гл. папярэдні параграф)

х = ех'. (22)
Падстаўляючы функцыю (22) і яе вытворныя ва ўраўненне (21) 

пасля скарачэння на множнік е''1, атрымаем
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X" + ajX” i +...+an_/X + an = 0. (23)
Паліном LCK) = X" + a/V1+...+a„ называюць характарыстыч- 

ным паліномам, што адпавядае дыферэнцыяльнаму аператару L(x).
Такім чынам, функцыя (22) будзе задавальняць ураўненню 

(21), калі лік X будзе задавальняць ураўненню (23) - 
характарыстычнаму ўраўненню для лінейнага аднароднага 
ўраўнення (21).

Будзем разглядаць наступныя выпадкі:
1°. Характарыстычнае ўраўненне (23) мае розныя сапраўдныя 

карані Х;, \2,..., Х„.
Згодна з (22) гэтым караням будуць адпавядаць рашэнні 

х, = e*1',х2 = e^2’,, хп = е^п‘.
Склаўшы дэтэрмінант Вронскага з гэтых функцый, лёгка пра- 

верыць, што яны лінейна незалежныя (гл. § 2). Значыць, згодна з 
тэарэмай 2, агульнае рашэнне ў гэтым выпадку мае выгляд

х = С^'1 + С^2' +..^Cnek"t, 
дзе СІ,С2,...,Сп -адвольныя пастаянныя.

Практыкаванне 1. Няхай Х/,Х2,...,ХП папарна розныя ў 
агульным выпадку камплексныя лікі. Паказаць, што функцыі 
хІ = е'4', х2 = е^2',..., хп = е^"' будуць лінейна незалежнымі.

2°. Няхай сярод розных каранёў ураўнення (23) ёсць камплек- 
сны корань X = a + zp, Р ^ 0. Паколькі каэфіцыенты ўраўнення (23) - 

сапраўдныя, то спалучаны камплексны лік X = a — ф таксама будзе 
яго коранем (гл. [14], глава I, § 2, с. 18).

Кораню X = a + z'P будзе адпавядаць рашэнне х = e^'^1, 
або з улікам формулы Эйлера (гл. заўвагу 4.1)

х = eal (cos Pl + і sin Р^ = еаі cos Р? + ieal sin Pt 

Аналагічна для X = a - ф маем рашэнне

х = еа' cos pl - іеш sin Pt
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Карыстаючыся ўласцівасцю 5° з § 2, адзначаем, што рашэннямі 
ўраўнення (21) будуць сапраўдныя функцыі

X/ = eal cos fit , х2 = eal sin fit, 
якія з’яўляюцца лінейна незалежнымі. Такім чынам, пары камплекс- 
на спалучаных каранёў X/ 2 = a + ifi адпавядае пара сапраўдных
рашэнняў.

3°. Няхай цяпер X - корань ураўнення (23) кратнасці к. Пака- 
жам, што гэтаму кораню будзе адпавядаць к лінейна незалежных 
рашэнняў е^ ,tekl,... .t^e^' ураўнення (21). Функцыю (22) будзем 
разглядаць як функцыю двух аргументаў t і X. Яна мае непарыўныя

дтвытворныя па/ik усіх парадкаў, прычым ~Z^;(ehJ-t1”^1 ■ Таму 

частковыя вытворныя функцыі (22) па 1 і па X не залежаць ад па- 
радку дыферэнцавання, так што

L
дтх дт

Карыстаючыся гэтай перастановачнасцю, формулай Лейбніца 
п

(uv/n) =u(n)v + CInu(n-1)v'+...+uv(n) = ^Скй(п~к)у(к> ,
к=0

дзе Ск - бінаміяльныя каэфіцыенты (гл. [15], § 10, п. 10.2, с. 267), і 

роўнасцю Це^1) = е^’LCk), будзем мець
Ціте^) = tmebL(\) + CTt^e^L'^) + C2tm~2 е* L"(k)+...+

(24)
+ e^I^m)a),

дзе L(\), L'(K),...,L(m)(h) - адпаведныя вытворныя L(\).
У сілу таго, што X - корань кратнасці к, то, як вядома з 

алгебры (гл. тэарэму 4.2 з [17], с. 20), маем
L(k)= L'(X)=...= ІЎ^Ск) = 0.
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Значыць, правая частка роўнасці (24) ператвараецца ў нуль пры 
m = 0,k-1, а гэта значыць L(tmeXl) = 0 пры т = 0,к -1. Сапраўды, 

функцыі te^1, t2екІ,..., tk~]еК' з’яўляюцца рашэннямі L(x) = 0. 
Лёгка паказаць, што сістэма гэтых функцый лінейна незалежная 
(доказ гл., напрыклад, [16], глава IV, § 1, с. 232),

Практыкаванне 2. Паказаць, што сістэма функцый е^’, te^', 
.2 .к-1 kt • -t е ,...,t е ліненна незалежная.

Практыкаванне 3. Няхай X ],...,'кк папарна розныя камплек- 

сныя лікі , P/tj.i^ 1,к - паліномы зменнай t. Паказаць, што функ- 
цыі х, = P](t)eX,t,..., хк = Pk(t)e^*' будуць лінейна незалежнымі.

Абагульняючы сказанае вышэй, прывядзём схему рашэння 
ўраўнення (21).
1. Складаем характарыстычнае ўраўненне (23).
2. Знаходзім карані 'кІ,‘к2,...,Хп ураўнення (23).
3. Па характару каранёў ураўнення (23) выпісваем частковыя ліней- 

на незалежныя рашэнні ўраўнення (21), кіруючыся тым, што
а) кожнаму сапраўднаму аднакратнаму кораню X характарыстычна- 
га ўраўнення (23) адпавядае частковае рашэнне ем ураўнення (21); 
б) кожнай пары аднакратных камплексна спалучаных каранёў 
^-1,2 ~а-^ адпавядаюць два лінейна незалежныя рашэнні 

eal cos Pl і eal sin pl;
в) кожнаму сапраўднаму кораню X кратнасці к адпавядае к ліней- 
на незалежных частковых рашэнняў: е^’, te^1,..., tk~Iе^1;
г) кожнай камплексна спалучанай пары каранёў \/2 = а±/Р крат- 
насці г адпавядае 2г частковых рашэнняў ураўнення (21): 
eal cosfy, teal cosfy,..., tr~'ea' cos$t, eal sinfit, teal sin (it,..., 

p-'e^ sin ₽f
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4. Маючы п лінейна незалежных частковых рашэнняў Xj(t), 
x2(t), ...,xn(t) ураўнення (21), атрымліваем агульнае рашэнне 
гэтага ўраўнення

* = С,Х! (t) + С2х2 (t)+.. .+Спхп (I), 
дзе С/, С2, ...,Сп - адвольныя пастаянныя.

Прыклад 1. Знайсці агульныя рашэнні ўраўненняў 
а.) 'х-5х + 6х = 0, б) х/у + 2х + х = 0, в) х' + 2х = 0,
г) хУІ + 2хц +х = 0, д) х11 - 4х + 8х11 - 8х + 4х = 0.

Рашэнне. а) Запісваем адпаведнае характарыстычнае ўраўнен- 
не V -5)^ + 6^ = 0. Гэтае ўраўненне мае розныя сапраўдныя Kapa- 
Hi X/ = 0,)^ = 2, Х3 = 3, таму сукупнасць функцый х, = 1, х2= е2‘, 

х3 = е3' будзе яго фундаментальнай сістэмай рашэнняў, a

х = С,+ С2е2' + С3е3‘ 
з’яўляецца агульным рашэннем зыходнага ўраўнення. 
б) Карані характарыстычнага ўраўнення Х4 +2Х3 +Х2 =0 наступ- 
ныя: X] 2 = 0,~к3 4 = -1. Яны сапраўдныя, двухкратныя, таму агуль- 
нае рашэнне гэтага ўраўнення

х — C] + C2t + (С3 + C4t )е 1.
в) Карані характарыстычнага ўраўнення У^ + 2 — 0 знаходзім па 
формуле (гл. [14], глава I, § 1, с. 17)
іп + 2пк it + 2nk\ 

А. = \-2 = 2(cos 11 +іsin it) = \2\cos--- -— + isin---- ------I,

дзе к = 0,4. Будзем мець:

\I=yl2(cos— + isin—) (к=0),

. Зп 3it
К2 =\2(cos— + isin—) (к = 1),

к,3 = V2(cosit+ і sinn) =-^2 (к = 2),
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Зп Зп
'cos— - і sin —) (к = 3),

Т.5 =5j2(cos—-isin—) (к = 4).

Фундаментальную сістэму рашэнняў ствараюць функцыі е~^1,

1/31 cos — , i— Л 1/21 cos — , і— 7t
e 5cos(yl2sin—)t, e 5 sin(\2 sin—)t,

1/3'cos ~ ЗК 1/3 i cos?? .r- 311
e 3 cos(\2sin—)t, e 5 sin(^2sin—)t.

Таму агульнае рашэнне мае выгляд
, -1/3' ’̂ tcos^[ 71 7Г
іе +е 5 C2cos(yl2sin—)t + C3sin(y/2sin—)t +

'cos— ,і— Зті — Зті
5 C4cos(\2sin—)t + C3sin(\2sin—)t .

г) Характарыстычнае ўраўненне 7? +27? +7? =0, або 7? (7? +1)2 =0 
мае карані Т.12 = 0,\34 = і,Т,56 = —і. Таму агульнае рашэнне за- 
пісваецца ў выглядзе

x = Cj+C2t + (C3+C4 t)cos t + (CS +С6 t )sin t.
д) Складаем характарыстычнае ўраўненне 7? - 47? + 87? — 87? + 

+ 47." = 0 і знаходзім яго карані.
Маем

7: (7? - 47? +87?-87. +4) = 0,

7? (7? + 47?+ 4- 47? +47? -87.) = 0, 

7?(7?-2Т. + 2)2 =0.
Адкуль 7.] =Т.2 =0,Т.34 = 1+і,7.56 = 1-і. Агульнае рашэнне запі- 
шацца так:
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x = C/+C2t+e'[(C3+C4 t)cos t + (C5 +C6t)sin /].

§ 6. Лінейныя неаднародныя ўраўненні з пастаяннымі 
каэфіцыентамі

Разгледзім лінейнае неаднароднае ўраўненне п -га парадку з 
пастаяннымі каэфіцыентамі

х^п) +alxfn~I) +a2xfn-2)+...+an_]X + anx = f(t). (25)
Згодна з тэарэмай 3 (гл. § 3) агульнае рашэнне такога 

ўраўнення вызначаецца формулай х = х* +С1хІ+С2х2+...+Спхп, 

дзе х* — частковае рашэнне (25), х],...,хп — фундаментальная 
сістэма рашэнняў адпаведнага аднароднага ўраўнення (21).Частковае 
рашэнне ўраўнення (25) можна знаходзіць метадам варыяцыі 
адвольных пастаянных (гл. § 3).

У прасцейшых выпадках, калі правая частка (25) мае спецы- 
яльны від, частковыя рашэнні знаходзяць метадам нявызначаных ка- 
эфіцыентаў (метадам падбору). Разгледзім такія выпадкі.

1°. Няхай правая частка ўраўнення (25) з’яўляецца 
найпрасцейшым квазіпаліномам, гэта значыць

f(t) = Pl(t)eat = (Aot‘ + A^-'+.^+A^t + А^е^ . (26)

Будзем адшукваць частковае рашэнне х* ураўнення (25) у 
выглядзе, падобным да яго правай часткі (26), гэта значыць будзем 
меркаваць (гл. § 4)

х* = eal Qi(t) = eal (Bot' + В/-1 +...+3^ + В,), 
дзе Вп,В]....,В/ — пакуль невядомыя пастаянныя.

Падставім х* ва ўраўненне (25) з правай часткай (26). Пры- 
мяніўшы формулу Лейбніца (гл. § 5), атрымаем
L(x* ) = L(Bot‘ea' +B]t'-Iea,+..+Bl_Itea' +3^' )= Во^

+ BjLft1-^' ^..^B^LOe*' J+BtLfe™ ^
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I l-l
= B0 eal ^C^L(m)(a)tl-m +В, е“' ^c^_lL(m)(a)tl-1-m+...+ 

т=0 т=0
1

+ B,_j «" ^C^L^^a)!1"” + Bl ea,L(a) = еш(Aot' + A,tl~'+...+ 
т=0

+ A^t + А/), дзе С™ - бінаміяльныя каэфіцыенты, і = 1,1.
Параўноўваючы ў абедзвюх частках атрыманай пасля 

скарачэння на еш роўнасці каэфіцыенты пры аднолькавых ступенях 
t, атрымаем сістэму для адшуквання каэфіцыентаў В0,ВІг...,Ві.

В0^(^) = ^О'
В0СІ L'(a)+ B^fa) = A],

■ В0С? L^a) + BlC,l_lL'(a) + B2L(a) = А2,

Во L(l) (а) + В, L(l~1} fa)+.. ,+В^ L'(a)+B,L(a) = Аг

3 гэтай сістэмы знойдуцца ўсе каэфіцыенты В0,В],...,В/ і пры 
гэтым адзіным чынам толькі ў выпадку, калі L(a)^ 0, гэта 
значыць, што калі a не з’яўляецца коранем характарыстычнага 
ўраўнення L(\) — 0.

У тым выпадку, калі a - корань кратнасці к характарыстыч- 
нага ўраўнення L(k) = 0, частковае рашэнне ўраўнення (25) 
адшукваецца ў выглядзе

х = t^еш(Bq^ + B/t^ і+...+Bi_]t + В/).

Сапраўды, падставіўшы такое х* у (25), аналагічна атрымаем
м І+к-1

во ^С"к L(m)(a)tM-m +В, ^L(m)(a)tl+k-,-m +•••+ 
т=0 т=0

к+1 к

+ ві-і Yck+i L<m)(a)tk+,-m +В, YCkL(mJ(a)tk~m = Аоі'+...+А/. 
т=0 т=0
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Каэфіцыенты В0,ВІ,...,В1 адназначна будуць знаходзіцца з сістэмы 

В.С^’Га^Л,,,

. в„с';:’і<ы>(а)+вІс,м_Іі‘і,(а) = А„

BtL",(a) + BkL"-'l(a)+...+BlLa>(a) = A,.

2°. Прыведзеныя вышэй разважанні будуць справядлівымі і 
пры камплексным а. Дапусцім, што правая частка ўраўнення (25)
мае выгляд

f(t) = еш [P,(t)cos fit + Qm(t)sin fit], (27)

дзе P/(t) i Qm(t) - паліномы ступеняў / i m адпаведна.
Падстаўляючы ў (27) па формулах Эйлера, 

е'Р'+е-'Р' е'Р'-е^Р'
--------------- , sin fit =---------;------ , атрымаемcos fit

e'Pe -g-'P'

2i

і$е -i^t
f(D = ea,Pl (t)------ - ------ + eal Qm (t)

^P/df + ^QJ') e1^" -2р,(і)-^е.(і) e(^->^p

У квадратных дужках стаяць паліномы, якія маюць ступень, роўную 
найбольшай ступені паліномаў Pi(t) І Qm(t), s = max(l,m).
Абазначыўшы гэтыя паліномы Ms(t) і Ns(t), атрымаем у правай
частцы ўраўнення (25) выраз

M/t)^^' +.N/t)e(^
Для кожнага складніка можна прымяніць прыведзеныя вышэй пра- 
вілы.

Аб’ядноўваючы ўсе вынікі гэтага параграфа, складзём таблі- 
цу частковых рашэнняў для розных відаў правай часткі ўраўнення 
(25).
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Выпадкі 1° - 3° можна разглядаць як частковыя выпадку 4°.
Прыклад 1. Рашыць ураўненні

№№ fft.)
Карані характа- 
рыстычнага 
ўраўнення

Віды частковага 
рашэння

1°. W) а)лікО-не 
корань

Q,(t)

б) лік 0- корань 
кратнасці к

і^Ч)

2°. P^e™ а) лік a - не 
корань

Q/(t) ^

б) лік а- корань 
кратнасці к

^(t) е"

3°. P[(t)cos pl + 

+ Qm(t)sin pl

а) лікі + z‘P - не 
карані

Ms(t)cos pl + 
+ Ns(t)sin р/

б) лікі ± г’Р - 
карані кратнасці 
к

tk [Ms(t)cos Р/ + 

+ Ns(t)sin pl);

s = max(l,m)
4°. eaj\Pl(t)cos Pl + 

+ Qm(t)sin ₽d

а)лікі а + гр - 
не карані

^Ms(t)cos pl + 

+ Ns(t)sin Pl)e“

б) лікі a ±ф - 
карані кратнасці 
к

tk^Ms(t)cos Pl + 

+ Ns(t)sin Pl)e°“; 

s = max(l,m).

а) х + Зх + 2х = 2 cos 3t + 4 sin 3t.
б) x + J0x + 25x = 4e~5'.
в) x +x = t4.
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г) х + х = t sin t.
д) xIV -х = еш + е~ш + cos ^t.

Рашэнні.
a) Карані характарыстычнага ўраўнення %/ = -2, \2=—1. Агульнае 
рашэнне аднароднага ўраўнення х0 = С^2' + С2е~'. Лік а±ф = 
= +3і не з’яўляецца коранем характарыстычнага ўраўнення (выпа- 
дак 3° а)), таму х’ = Acos 3t + Вsin 3t. Прадыферэнцуем х’двойчы 

і, падставіўшы выразы для х*, х*, х* у зыходнае ўраўненне, атры- 
маем (-9A-7В)sin 3t + (9B-7A)cos 3t = 2cos 3t + 4sin 3t. 
Параўнаўшы адпаведныя каэфіцыенты пры cos 3t і sin 3t злева i

5 1
справа , знойдзем Л = —— ,5 = - —. ^ады

5 1
х = С]в + С2е -—cos 3t -—sin ^-

б) Характарыстычнае ўраўненне X* + 10^ + 25 — 0 мае двухкратны 
корань X, = Х2 = -5, таму агульнае рашэнне аднароднага ўраўнення 
х0 = (С/ + С21)е~5‘. У сілу таго, што а = -5 з’яўляецца коранем 
характарыстычнага ўраўнення кратнасці к=2, паліном P/(t) мае 

нулявую ступень (гл. выпадак 2° б)), частковае рашэнне х* 
адшукваем у выглядзе х*=А12е~5'. Падстаўляючы х*, 
х* = А(21 - 5t2)е~5' і х* = А(2 — 20t + 25t2)е~5' у зыходнае 

ўраўненне, атрымліваем 2Ае~5'=4е^', адкуль A = 2. Агульнае 
рашэнне дадзенага ўраўнення

X(t) = (С,+ C2t)е~5' + 2t2e~5‘.
в) Правая частка ўраўнення мае выгляд 1°. Характарыстычнае ўраў- 
ненне "kf^ + 1) = 0 мае карані X/ -0,Х23 =+і, таму х0 =Cj + 
+ С2 cos t + С3 sin t. Лік a = 0 з’яўляецца простым коранем xa- 
рактарыстычнага ўраўнення (выпадак 1°, б)). Частковае рашэнне
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адшукваем у выглядзе х* = t(At4 + Bt3 + Ct2 + Dt + E). Падстаў- 

ляючы x*, x* = 5At4+4Bt3 + 3Ct2 + 2Dt +E, x*=60At2 + 
+ 24Bt + 6C y зададзенае ўраўненне, атрымаем

5 At4 + 4Bt3 + (60 A + 3C)t2 + (24B + 2D)t + 6C + E = t4.
1

Адсюль A = ~,B = O,C = -4, D = 0, E = 24. Такім чынам,

t5 , 
x = C] + C2 cos t + C3 sin t + — -4t +24t.

г) Карані характарыстычнага ўраўнення EI2=+i, адкуль х0 = 
= C] cos t + С2 sin t. Лік а±ф = ±/ аднакратны корань характа- 
рыстычнага ўраўнення (выпадак 3°, б)). Такім чынам,

х* =t(fAt + B)cost + (Ct + D)sint\

Пасля адпаведных дзеянняў атрымаем (гл. прыклад а)) чатыры ўраў- 
ненні для знаходжання каэфіцыентаў: 2A + 2D = 0, 4С = 0,

- 2В + 2С = 0, —4А = 1, адкуль A =- —, В = 0, С = 0, D = —.
4 4

t2 t
Такім чынам, х =-—cost-\—sint. Агульнае рашэнне дадзенага 

4 4
ўраўнення

t2 1
х = Cj cos t + С2 sin t - —cos t + ~sin t.

д) Характарыстычнае ўраўненне E4 -1 = 0 мае карані Ej = 1, 

Е2 = -1, Е34 = ±і, таму х0 = С^' + С2е~' + С3 cos t + C4 sin t. У 
адпаведнасці з прынцыпам суперпазіцыі (гл. § 3) адшукваем частко- 
вае рашэнне х* = xj +х2+х3, дзе х* = Аеш (выпадак 2°, а)), х*2 =

= Be “(выпадак 2°, a)), х3 = Csin fit + Deos fit (выпадак 3°, a)) 
„ , ~ .для a ^ p ^ 7. Знаходзячы вытворныя x3 , x2 , x3 i падстаўля-
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ючы іх выразы і х*3 ,х2,х3 у зададзенае ўраўненне, апісаным вышэй

метадам знаходзім А =—з-----, В = —т----- , С = 0, D = —. .
а4-1 а4-1 $4-1

Агульнае рашэнне мае выгляд

х = С^' + С2е ' + С3 sin t + C4 cos t + а4-1 +$4-Г

У выпадку, калі a = р = 7 (2° б), 3° б)), частковыя рашэнні адшук-

ваюцца так: х* = Ate' ,х2 = Bte 1 ,х3 = t(Csin t + Deos t) . Агуль- 
нае рашэнне будзе мець выгляд

, t , t sin t
x = C/e + C2e + C3 sin t + C4 cos t+ ~(e - e ) + ———.

§ 7. Ураўненне Эйлера

Ураўненне віду
tnx(n) + aItn-'x(n-I)+...+an_Itx + anx = O, 

дзе Uj= const (j = l,n), называецца аднародным ураўненнем 
Эйлера.

Заменай t = ех (пры t>0) ураўненне прыводзіцца да ліней- 
нага аднароднага ўраўнення з пастаяннымі каэфіцыентамі. На прак- 
тыцы рашэнне ўраўнення Эйлера адшукваюць у выглядзе х = екх = 
~(ex)^=t^. Для знаходжання X атрымліваюць алгебраічнае 
ўраўненне п -ай ступені. У сілу таго, што

dt
маем
№-1).4Х-п + 1) + аМХ-1).^Х-п + 2)+..А-а^2№^

(28) 
+ іХ + ап = 0. 

п—і п
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Відавочна, што ўраўненне (28) супадае з характарыстычным 
ураўненнем для дыферэнцыяльнага ўраўнення па зменнаму Т.

Простаму кораню X7 ураўнення (28) адпавядае рашэнне t^1, a 
Л-кратнаму кораню ^i - к лінейна незалежных рашэнняў віду 
t^', t^‘ In t, t^1 (In t )2,..., t^' (In t)k~'. Калі каэфіцыенты ўраўнен- 
ня сапраўдныя лікі, а характарыстычнае ўраўненне мае камплексна- 
спалучаныя карані Хо = а0 ±фд кратнасці к, то ўраўненне Эйлера 
мае 2к лінейна незалежных рашэнняў віду 
ta° cos ($0 In t), ta° In teas ф0 In t),..., ta° fin t)k~' cos fP0 In t), 

ta° sin fP0 In t), ta° In t sin ф0 In t),...,ta° (Int)^1 sin fp0 In t). 
Неаднароднае ўраўненне Эйлера

tnx(n) + a^”'1 x^-^ +.. .+an_jtx + anx = f (t) 
таксама ўказанай вышэй падстаноўкай прыводзіцца да неаднарод- 
нага ўраўнення з пастаяннымі каэфіцыентамі. Пры гэтым, калі 
f (t)= Pm(lnt)ta, дзе Рт — паліном , то частковае рашэнне атры- 
манага ўраўнення можна знайсці метадам нявызначаных каэфіцыен- 
таў па аналогіі з рашэннем неаднароднага лінейнага дыферэнцыяль- 
нага ўраўнення з пастаяннымі каэфіцыентамі і правай часткай віду 
е™ Рт( thy выніку чаго адпаведнае ўраўненне Эйлера заўсёды інтэ- 
груецца ў элементарных функцыях.

Прыклад 1. Рашыць ураўненне Эйлера t2x + 6tx + 4x = 0.
Рашэнне. Будзем шукаць рашэнне ў выглядзе x = t\ Тады 

атрымаем пасля падстаноўкі х, х = Xt k~l, х = Х((.~ l)t k~2 у 

зыходнае ўраўненне: t2\(\-l)t^~2+6tktX~I+4t^ =0, адкуль 
^Ck —l) + 6'k +4 = 0. Маем X] =-1,^2 =-4. Таму агульнае 
рашэнне запішацца так: х = Cjt"1 + С2і~4.

Прыклад 2. t2x + 5 lx + 4х = 0.
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Рашэнне. Будзем мець, калі x — t\ t2XCk-l)t^ ‘ +5t\t'' 1 + 

+ 4t^=0, ХСк-1) +5^ +4 = 0, адкуль \І2=-2. Агульнае ра- 

шэнне, што адпавядае двухкратнаму кораню X ] 2 = -2, мае выгляд 

х = С^2 + C2t~2 In t.

Прыклад 3. Г х - tx + 2х — t In t.
Рашэнне. Характарыстычнае ўраўненне (X -1 )к - к + 2 = 0 

ці )С -2)^ + 2 = 0 мае карані кІ2 = 1 + і. Таму агульнае рашэнне 
адпаведнага аднароднага ўраўнення будзе мець выгляд

х0 = t[Cj cos (In t) + C2 sin (In tj].

Частковае рашэнне адшукваецца ў выглядзе х = t(Ain t + В). Маем
* * Лх = Alnt + В + А, х = —. Падстаўляючы ў дадзенае ўраўненне, ат- 

рымліваем
At-t(Ain t + А + В) + 2t( Ain t + B) = tint

або At In t + Bt = t In t, адкуль А = 1,В = 0. Такім чынам, x* = 
= / In f. Агульным рашэннем будзе

x = t[Cj cos(ln t) + C2 sin(ln t)] + t In t.

§ 8. Лінейнае дыферэнцыяльнае ўраўненне другога парадку

Разгледзім больш падрабязна ўласцівасці рашэнняў дыферэн- 
цыяльнага ўраўнення другога парадку

a(t)x + b(t)x + c(t)x = f (t). (29)
Ураўненні віду (29) прымяняюцца пры апісанні і вывучэнні многіх 
з’яў у фізіцы, механіцы, тэхніцы. Так, напрыклад, калі а,Ь,с- са- 
праўдныя пастаянныя ў (29), прычым а>0,Ь>0,с>0, гэта ўраў- 
ненне апісвае прамалінейны рух матэрыяльнага пункта з масай a 
уздоўж восі х пад уздзеяннем пругкай сілы (-сх ), сілы трэння (-Ьх)
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і знешняй сілы f (t). Сапраўды, ураўненне (29), перапісанае ў вы- 
глядзе ax = -bx -сх + f (t), уяўляе сабой запіс другога закона 
Ньютана, пры гэтым x(t) - каардыната матэрыяльнага пункта ў 
момант часу t, x(t) - скорасць пункта, x(t) - яго 
паскарэнне, b - каэфіцыент трэння, с — каэфіцыент пругкасці.

Рухі матэрыяльнага пункта, якія апісваюцца ўраўненнем ва- 
ганняў (29), без знешняй сілы (f(t) = O) называюцца свабоднымі 

ваганнямі, а пры знешняй сіле - вымушанымі ваганнямі. Падрабязны 
аналіз паводзін рашэнняў ураўнення ваганняў (29) у залежнасці ад яго 
каэфіцыентаў можна знайсці ў [3], глава VI, § 3, с. 417, у [18], глава II, 
§ 10,с. 66.

Дапусцім, што ў (29) a(t),b(t),c(t) - непарыўныя функцыі і 
f(t) = O, t & I = (a;b). Па тэарэме 1 задача Кашы для гэтага 
ўраўнення, калі a(t)^0 ^t е I, мае адзінае рашэнне, вызначанае 
на прамежку I. Згодна з заўвагай 1.2, калі рашэнне ператвараецца ў 
нуль разам са сваёй вытворнай у некаторым пункце з I, то гэтае 
рашэнне нулявое. Далей у гэтым параграфе пад рашэннем будзем 
разумець толькі ненулявое рашэнне. Таму, калі рашэнне х 
ператвараецца ў нуль у пункце t0 е I, to x(t0 ) * 0, і, значыць, для 
ўнутранага пункта t0 рашэнне х мяняе знак пры пераходзе праз t0, a 
графік рашэння перасякае вось / .

Разгледзім цяпер ураўненне
x + Q(t)x = 0, (30) 

дзе Q(t) — непарыўная функцыя на інтэрвале / .
Да ўраўнення віду (30) можна прывесці любое ўраўненне віду 

х +b(t)x + c(t)x = 0, дзе b(t),c(t) - непарыўныя на некаторым 
інтэрвале I, a b(t) мае тут непарыўную вытворную, з дапамогай

падстаноўкі х = ze . Сапраўды, адносна z атрымаем
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z + [c(t)-^b2(t)-^b(t)jz = 0.

Разглядаючы ўраўненні віду (30) з пастаяннымі каэфіцыентамі 
х-а2х = 0 і х + а2х = 0, можна паказаць вялікую розніцу паміж 
характарам функцый, якія з’яўляюцца іх частковымі рашэннямі. Не- 
пасрэдным вылічэннем можна паказаць, што кожнае рашэнне 
ўраўнення х-а^х — О на інтэрвале (-к+°о) можа ператварыцца ў 

нуль не больш аднаго разу. А вось рашэнне ўраўнення х + а2 х = 0
П 

мае бясконцае мноства нулёў, адлегласць паміж якімі роўна —, пры- 
а

Л
чым кожны інтэрвал даўжыні, большай за —, змяшчае, прынамсі, 

a
адзін нуль любога рашэння гэтага ўраўнення, а інтэрвал даўжыні, 

2н
большай за —, прынамсі, два нулі. 

a
Калі рашэнне дыферэнцыяльнага ўраўнення мае ў дадзеным ін- 

тэрвале не больш за адзін нуль, яно называецца няхісткім у гэтым 
інтэрвале, у процілеглым выпадку - хісткім.

Тэарэма 4 (прызнак няхісткасці рашэнняў). Усякае рашэнне 
ўраўнення (30) з’яўляецца няхісткім на прамежку І]С.І, калі на 
гэтым прамежку Q(t)<0.

Такім чынам, хісткія рашэнні могуць існаваць толькі ў такіх 
інтэрвалах I , дзе пры некаторым tel будзе Q(t)> 0 . Mae месца

Тэарэма 5 (тэарэма Штурма). Калі t0 it) - два паслядоў- 
ныя нулі рашэння х^/ўдыферэнцыяльнага ўраўнення другога па- 
радку, то ўсякае іншае лінейна незалежнае рашэнне x2(t) гэтага ж 
ураўнення мае дакладна адзін нуль паміж t0 it].

Гэтая тэарэма можа быць сфармулявана і так: нулі двух ліней- 
на незалежных рашэнняў узаемна раздзяляюць адзін аднаго. Так, на- 
прыклад, два лінейна незалежныя рашэнні sin t і cos t ураўнення
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х + х = О маюць нулі, якія ўзаемна раздзяляюць адзін аднаго. Гэтая 
тэарэма ўстанаўлівае, што ўсе рашэнні аднаго і таго ж ураўнення, 
наогул кажучы, маюць аднолькавы характар вагання.

Каб параўнаць характар ваганняў рашэнняў двух розных ураў- 
ненняў, карыстаюцца тэарэмай параўнання.

Тэарэма 6. Калі маем два ўраўненні
x + Qj(t)x = 0, y + Q2(t)y = 0 (31)

і калі Q2(t)> Qt(t) У прамежку /7 с /, то паміж кожнымі двума 
нулямі любога рашэння x(t) першага ўраўнення знаходзіцца, пры- 
намсі, адзін нуль кожнага рашэння y(t) другога ўраўнення.

Можна сказаць, згодна з тэарэмай, што рашэнні другога з 
ураўненняў (31) больш вагаюцца, чым рашэнні першага ўраўнення.

Калі, захоўваючы ўмовы тэарэмы 6, дапусціць дадаткова, што 
Q2(t) > Qi(t) хоць для некаторых значэнняў t інтэрвала (to,'t/) і 
што y(to) = O ,чо наступны ўправа нуль y(t) будзе ляжаць лявей за

Прыведзеныя вышэй сцвярджэнні дапамагаюць даць ацэнку 
зверху і знізу адлегласці паміж нулямі хісткіх рашэнняў дыферэнцы- 
яльных ураўненняў.

Тэарэму 6 часцей за ўсё прымяняюць, карыстаючыся ўраўнен- 
нямі (31), дзе Q2(t) — a~ — пастаянны лік. Калі ва ўраўненні х + 
+ Q^)x = 0, Q(t) > 0 на некаторым [A;B], М = max Q, 

т = min QiM>m, то, параўноўваючы х + тх = 0 і х + Q(t)x = 0, 
\А:В]

атрымаем: адлегласць паміж двума паслядоўнымі нулямі ўраўнення 
л

х + Q(t)х = 0 менш, чым ~j=. Параўноўваючы ўраўненні х + 

+ Q(t)x = 0 і х + Мх = 0 , атрымліваем, што адлегласць паміж дву-

ма паслядоўнымі нулямі ўраўнення х + Q(t)х = 0 большая за —т=.
yjm

Прыклад 1. Разгледзім ураўненне x + tx = 0 пры t>0.
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п2
Няхай лік а>0. Калі ўзяць t>—y дадзеным ураўненні, то, 

сГ

параўноўваючы з ураўненнем ў + ~у = 0 , знаходзім, што пры раз- 
а

глядаемых значэннях t нулі рашэнняў зыходнага ўраўнення зна- 
ходзяцца на адлегласці, меншай за a . Такім чынам, пры неабмежа- 
ваным узрастанні t паслядоўныя нулі ўсякага рашэння неабмежа- 
вана набліжаюцца.

Прыклад 2. Разгледзім ураўненне Эйлера (для t >0) 
a2 п

Х + —ГХ = 0.
Г

Яго рашэнні маюць выгляд і , дзе X корань ураўнення 
XfX -1) +a2 = 0 (гл. ураўненне (7.28)). Рашыўшы гэтае ўраўненне.

атрымаем ^/2 = 2 \4
•2 . Калі а2 > — , то карані І; Д, “камп-

лексныя і рашэнні
/

X/ = t2 cos а2 - — In t , х2 = 
4 ,

= t2 sin
' , 1 
a - — In t

4

маюць незлічонае мноства нулёў у інтэрвале (0,^). Калі а2 < — ,

^2=t2маем няхісткія рашэнні X] - t2 

1 -
калі а2 = ~, тады Xi = t2 , х2 = t2 In t.

--a2
4 . Такія ж яны і

Параўноўваючы з разгледжаным ураўненнем Эйлера ўраў- 
ненне х + Q(t)x = 0, можна сцвярджаць: калі, пачынаючы з некато- 

1
para I, пастаянна маем 0 <Q(t)< >т0 рашэнне ўраўнення
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х + Q(t)x = 0 не можа мець бясконцага ліку нулёў; калі, пачынаючы

з некаторага значэння t, маем Q(t)>
1

4t2’
рашэнне ўраўнення

х + Q(t)x = 0 мае незлічонае мноства нулёў. Гэтае сцвярджэнне не 
вырашае пытання аб ваганнях, калі Q(t) пры вялікіх значэннях t то

1
больш, то менш за —т. 

4t2
Разгледжаныя прыклады паказваюць, што вывучэнне вагаль- 

нага характару рашэнняў аднароднага лінейнага дыферэнцыяльнага 
ўраўнення другога парадку нават без ведання аналітычнай структуры 
рашэнняў дае некаторае ўяўленне аб паводзінах гэтых рашэнняў.

§ 9. Інтэграванне лінейных дыферэнцыяльных ураўненняў 
пры дапамозе радоў

У некаторых выпадках, калі інтэграванне дыферэнцыяльнага 
ўраўнення ў элементарных функцыях немагчыма, рашэнне такога 
ўраўнення адшукваюць у выглядзе ступеннага рада

x = YCn(t-t0)n . (32) 
п=0

Указаны ступенны рад знаходзяць метадам нявызначаных каэфіцы- 
ентаў ці метадам, заснаваным на прымяненні рада Тэйлара (рада 
Макларэна).

Метад нявызначаных каэфіцыентаў асабліва зручна прымя- 
няецца да лінейных ураўненняў, гэта значыць ураўненняў віду (11), і 
заключаецца ў наступным: калі ўсе каэфіцыенты p^ft), к = 1,п 
гэтага ўраўнення і свабодны член f(t) раскладаюцца ў рады па 
ступенях t-t0, якія збягаюцца ў прамежку (t0 - h;t0 + h), to 
шуканае рашэнне х = x(t) таксама выяўляецца ступенным радам 
(32), які збягаецца ў гэтым прамежку. Падстаўляючы ва ўраўненне 
функцыю (32) і яе вытворныя, параўноўваюць каэфіцыенты пры
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аднолькавых ступенях t -t0. 3 атрыманых пры гэтым ураўненняў 
пры зададзеных пачатковых умовах знаходзяць каэфіцыенты

Метад, заснаваны на прымяненні рада Тэйлара (рада Макла- 
рэна), заключаецца ў паслядоўным дыферэнцаванні дадзенага ўраў- 
нення. Гэта дае магчымасць знайсці значэнні вытворных, якія ўвахо- 
дзяць у выразы для каэфіцыентаў рада

x(to) 7 x^fto)
x(t) = x(t0) + x(t0)(t-t0) + -^(t-t0/+...+--- ~^Г-(‘-*о) +-.

які з’яўляецца рашэннем ураўнення.
Разгледзім больш падрабязна прымяненне радоў да рашэння 

дыферэнцыяльных ураўненняў другога парадку
х + pj(t)x + p2(t)x = f(t). (33)

Калі ўраўненне (33) у наваколлі пункта t0 задавальняе ўмовам 
тэарэмы існавання і адзінасці рашэнняў, то яго частковае рашэнне (ці 
агульнае) можна адшукваць у выглядзе рада (32). Калі ж пункт t0 
з’яўляецца асаблівым для ўраўнення (33), гэта значыць у ім хоць бы 
адна з функцый Pj, р?, f не вызначаная, то яго частковае (або 
агульнае) рашэнне патрэбна адшукваць у выглядзе абагульненага 
ступеннага рада

xftJ^Cnf'-to)"^ ’ <34)
п=0

дзе р патрэбна вызначыць разам з каэфіцыентамі рада (дадатковыя 
звесткі можна знайсці ў [10], глава II, § 16, с. 66; [1], глава I, §7, 
с. 137; [3], глава VIII, § 3, с. 438; [19], глава III, § 10, с. 207).

Для вызначэння каэфіцыентаў Сп радоў (32) або (34) на 
практыцы паступаюць наступным чынам:
1) двойчы дыферэнцуюць рад з невядомымі каэфіцыентамі і знахо- 

дзяць, такім чынам, х і х;
2) падстаўляюць х, х, х у выглядзе ступенных радоў у зыходнае 

ўраўненне (33);
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3) функцыі Pi(t), p2(t), f (t) замяняюць радамі па ступенях t-t0, 
пасля чаго дыферэнцыяльнае ўраўненне x+pj(t)x+p2(t)x = f(t) 
ператвараецца ў роўнасць двух ступенных радоў;

4) параўноўваючы каэфіцыенты ў атрыманых радах пры аднолька- 
вых ступенях t — t0, атрымліваюць ураўненні для знаходжання 
невядомых каэфіцыентаў Сп; калі ж рашэнне ўраўнення адшук- 
ваецца ў выглядзе абагульненага ступеннага рада, то, параўноў- 
ваючы каэфіцыенты пры найменшай ступені t -t0, атрымліваюць 
так званае вызначальнае ўраўненне, з якога знаходзяцца ўсе 
магчымыя значэнні параметра р ;

5) знойдзеныя невядомыя каэфіцыенты Сп падстаўляюць у шуканы
оо

рад х = ^Cn(t - t0)n-, у выпадку абагульненага ступеннага 
п=0

рада каэфіцыенты Сп знаходзяць для кожнага значэння р і тым 
самым атрымліваюць столькі частковых рашэнняў, колькі 
значэнняў мае параметр р .

Атрыманае рашэнне ў выглядзе рада даследуецца на збеж- 
насць вядомымі прыметамі, прычым сума рада з’яўляецца рашэннем 
дыферэнцыяльнага ўраўнення ў абсягу збежнасці гэтага рада.

Прыклад 1. Рашыць ураўненне x + tx + x = 0.
Рашэнне. Каэфіцыенты p/t) = t, p2(t) = 1 з’яўляюцца ана- 

літычнымі функцыямі пры ўсіх t. Адшукваем частковае рашэнне 
дадзенага ўраўнення ў выглядзе рада

п=0
Падстаўляючы гэты выраз ва ўраўненне, папярэдне знайшоўшы 
х, х, атрымаем 

оо оо оо

X Спп(п - l)tn~2 + /X Cnntn-' + X Q” = °-
п=2 п=І п-0

114



Параўноўваючы каэфіцыенты пры аднолькавых ступенях t, 
атрымліваем ураўненне для вызначэння каэфіцыентаў Сп:

(п + 1)(п + 2)Сп+2+(п + 1)Сп=0, п = 0,1,2,....
Дапускаючы Со = 1, Cj = 0, знаходзім

^-ТТ^Г-1'2-^ с^0'^1......

Таму 
t2 t4 t6 (-i)m-t2m

'2 4.6. ;2тГ-е '

Другое рашэнне, лінейна незалежнае з xt(t), знойдзем, калі 
будзем меркаваць Со=О,С]=1. Будзем мець С2т=0, С2т+І =

(~1)т
---------------------—,т = 0,1,2,.... У выніку гэтага x2(t) =
1 ■ 3 ■ 5-...-(2т + 1)

= > ----------------------- , значыць, агульнае рашэнне дадзенага ўраў-
^01-3-5-...-(2т + 1)

нення х = C]Xj(t) + C2x2(t), дзе Cj,C2 — адвольныя пастаянныя.
Прыклад 2. Рашыць ураўненне

2t2x + (3t - 2t2 )х - (t +1 )х = 0.
Рашэнне. Пункт t = 0 з’яўляецца асаблівым для каэфіцыен- 

таў ураўнення
3t-2t2 t + 1

х +----- ^—х-—ух = 0.2t2 2t2
Рашэнне будзем адшукваць у выглядзе абагульненага ступен- 

нага рада (34). Прадыферэнцаваўшы (34) два разы, пасля падстаноў- 
кі ва ўраўненне параўноўваем каэфіцыенты пры найменшай ступені 
t, атрымаем вызначальнае ўраўненне 2р(р-1) + Зр-1 = 0. Каранямі

яго будуць р7 =у>Р’ = ~1- Рашэнне зыходнага ўраўнення, што
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адпавядае кораню р; = —, адшукваем у выглядзе

xl=t2^Cntn’ Со*О, t>0-
п=0

Тады
ОО 1 1 °О , J j

ХІ=1УП+^)СП* 2 > Х1=^("+-;)(п-^)СпІ 2- 

п=0 2 п=0 ^ ^

Пасля падстаноўкі xI(t),xI(t),x](t) у зыходнае ўраўненне
атрымаем

2'2І.("2~Ус/^ ^(3t-2l2 ^(пЛк/^ - 
п=0 4 п=0 2

~ L
~(t + i)lLc/+2 =о

п=0
або

^п(2п + 3)С/ + ~2 ~^2(п + 1)с/ + ~2 =0.

п=0 п=0
1_

Адкуль, падзяліўшы на t2, будзем мець
Y"(2n + 3)Cntп - £ 2(п + l)Cntп+І =0.

п=0 п=0
Параўноўваючы каэфіцыенты пры аднолькавых ступенях t, маем
ураўненні для вызначэння Сп :

n(2n + 3)Cn=2nCn_lt п = 1,2......
Дапусціўшы Со = 1, знаходзім

2п
'п 5-7-9-...-(2п + 3)’ П 1,2......

Такім чынам,
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x,(t) = t2 І^
n=l

(2t)n
5-7-9-...(2n + 3))

Рашэнне зыходнага ўраўнення, што адпавядае кораню р, = -1, бу-
дзем адшукваць у выглядзе

1 п=0
Пасля падстаноўкі гэтага выраза ў зыходнае ўраўненне, параўнаўшы 
каэфіцыенты пры аднолькавых ступенях / , атрымаем

2(п-1) (n-2)Q + 3(п-1)Сп-2(п-2) Сп_, - Сп_, -Сп=0 
або

n(2n-3)Cn=(2n-3)C„_h п = 1,2......
Дапусцім, Со = 1, тады знаходзім

C^l.Q^.C,^..... С„ 1_ 
п!

гэта значыць
1( t2 tn } е'

Агульнае рашэнне зыходнага ўраўнення запішам у выглядзе 
х = Clx1(t) + C2x2(t), дзе С, і С2 - адвольныя пастаянныя.

Прыклад 3. Знайсці першыя шэсць членаў раскладання ў 
ступенны рад рашэння дыферэнцыяльнага ўраўнення 
27t3'x — Юх = 0, якое задавальняе пачатковым умовам х0=1, 

хо =^’хо = “р ПР“ to = L

У сілу таго, што t0 = 1, рашэнне будзем шукаць у выглядзе 
рада па ступенях (t-1):

х(!) = х(1) + ^(<-1) + ^(і~1)! +^(1-1)’ +
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^(l) x'(l)

4! ' 5! ' '
Першыя тры каэфіцыенты вызначаюцца пачатковымі 

1 2
ўмовамі: х0 = х( 1J = 1, х0 = х( 1) = —, х0 = х(1) = - — . Пры t = l з

ураўнення 27t3x - Юх = 0 знаходзім 27-t3x(l)-10 ■ 1 = 0, гэта
10 10 v

значыць 'х(1) = — = —. Каб знайсці х (1) і х (1), 
27 3

прадыферэнцуем зыходнае ўраўненне 
27-3rx + 27t3x'v-10х = 0,

27-3-2іх + 2-27-3t2x,v + 27t3xv -10х = 0.
3 першага ўраўнення пры t = 1 атрымліваем 

10 ,v 1 80
27-3-^ + 27хл -10-- = 0,хп (1) = -^.

Другое ўраўненне дае магчымасць знайсці х1 (1) :
Ю ( 80} г С 2} 

27-3-2-^ + 2-27-3\ -~7\ + 27xv(1)-10 \ — =0,
З3 \34 \ 9

xV(D = ~-.

Падстаўляючы значэнні функцыі і яе вытворных у раскла- 
данне, атрымліваем шэсць членаў шуканага рашэння

1 1 7 5 , 10 ,
x = l + -(t-l)---y(l-l)! +—(1-1/-—(і-і/ +

J 3 3 j

+—(t-l)3+....
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§ 10. Ураўненне Беселя

Лінейнае дыферэнцыяльнае ўраўненне са зменнымі каэфіцы- 
ентамі віду

t2x + tx + (t2 -tf )х-0 fX = const) (35)
называецца ўраўненнем Беселя.

Рашэнне ўраўнення (35) будем шукаць у выглядзе абагульне- 
нага ступеннага рада (34). Падстаўляючы (34) у (35), атрымаем 
^Сп(п + р)(п + р - l)tn+p + ^Сп(п + p)tn+p + £ Cntn+P+2 ~ 
п-0 п=О п=О

-^YCntn+P =0 

п=О
або

Yc„[(p + n)2+t2-X2]tn+p^0. 
п=0

Прыраўняўшы да нуля каэфіцыенты пры кожнай ступені t у левай 
частцы ўраўнення, атрымаем сістэму

^\с„(р!-К!) = 0,

‘^'[Cilfp + l)2-^2] = 0. 

і^с^р+гў-^+с^о. 

('‘,|cJ[fp+3/-V]+c,=o.

»p*"|c,[('P+»/-V]+c^=o.

Дапусціўшы, што Со *0, з дадзенай сістэмы знаходзім р І 2 = ±Х. 
Няхай р/ = X. Тады каэфіцыенты з няцотнымі індэксамі роўны 
нулю, а для каэфіцыентаў з цотнымі індэксамі будзем мець
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1-22(Х + 1)’ 4 “ (2Х + 4)-4 “ 2!24(к + 1)(\ + 2)’

(6 + Х)2-Х2~ 3!2б(Х + 1)(Х + 2)(к + 3)’

_________ (-Рпс0_________
2-4-.. .(2п)-2п(1 + к)(2 + Х)-.. .(п + Х>

(-^с.
п!22п(к + 1)(Х+2)...(к+п)‘

дзе каэфіцыент Со застаецца пастаянным. Падстаўляючы 
знойдзеныя каэфіцыенты ў рад (34), атрымаем рашэнне

J t2______________t4
*i(t)- o' 1 2(2X + 2) + 2-4(2k + 2)(2X + 4)

t6 (-Ift^2”

2-4-6(2X+2)(2'k+4)(2k+6) ^4nn!a+i)a+2)...a+n)

Пры p2 = —X yce каэфіцыенты Cn аналагічна вызначаюцца толькі ў 
выпадку, калі X не роўны цэламу ліку. Тады рашэнне x2(t) можна 
атрымаць, замяніўшы ў рашэнні xt(t) велічыню X на - X:

t2 t4
xj(O — CqI

t6

2(-2X + 2) 2-4(-2X + 2)(-2X + 4)
(-іуг^2"

2- 4- 6(-TK+2)(-2k+4)(-^+6) %4пп!(Л+1)(-\+2).Х~\+п)
Атрыманыя ступенныя рады збягаюцца для ўсіх значэнняў t, што 
лёгка ўстанавіць, выкарыстаўшы прымету Даламбера. Рашэнні 
X](t) і x2(t) лінейна незалежныя, таму што іх стасунак не 
з’яўляецца пастаянным (гл. прыклад 2.2).
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Практыкаванне 1. Даказаць збежнасць атрыманых радоў і 
лінейную незалежнасць рашэнняў X](t) і x2(t).

1
Рашэнне x^t), памножанае на пастаянную Со = у^^— 

дзе Г(Х +1) - гама-функцыя, якая вызначаецца няўласным інтэгра-

лам ЦХ^р 11^ ^t, Ск>0) (падрабязна аб гама-функцыі гл. 
о

[20], глава VI, § 54, п. 54.5, с. 544), называецца функцыяй Беселя (або 
цыліндрычнай функцыяй парадку X першага роду) і абазначаецца

1
сімвалам J\(t)- Рашэнне x2(t) пры Со = х --

2 Г (~К +1)
абазначаюць

(-1)" р
Г(п + 1)Г(п-Х + 1)(2

2п-Х

Адзначым, што пры п-X +1 < 0 функцыя Г(п-Х +1) ператвара-
ецца ў бясконцасць, гэта азначае, што адпаведныя члены рада для 
J-\(t) роўны нулю.

Такім чынам, агульнае рашэнне ўраўнення (35) пры X, не 
роўным цэламу ліку, мае выгляд x(t) = C/J^ft) + C2J_x(t), дзе
Cj, С2 -адвольныя пастаянныя.

Можна паказаць, што пры X, роўным палавіне няцотнага 
ліку, функцыя Беселя выражаецца праз элементарныя функцыі, таму 
што ў гэтым выпадку

J*(t)=% ТтоТЛ 't^n '.a+і)а+2)...а+п)~
00 / 1 / \Х+2л

~ £оп!Га + п + 1)[2) '
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ffXj - функцыя, якая ўваходзіць у азначэнне функцыі Беселя, пры-
мае наступныя значэнні:

Функцыю Беселя пры X = w, дзе п — натуральны, можна запісаць
00 / 1 f . \2к+п оо / і \к f + \2к+п

j ft) 1 1
” ' ^ок!Г(п + к + 1)\2 ) ^к '(п + к )!{2 )

Для адмоўнага цэлага X частковае рашэнне не выражаецца функцы- 
яй Беселя першага роду, і яго патрэбна адшукваць у выглядзе

r ^(OcostTaj-J-^t)
N„(t) = hm------------------ :------------ , A - няцэлае.

Х-»л sin < лХ)
Функцыя Nn(t) называецца функцыяй Беселя другога роду 

або функцыяй Нэймана (гл. [21], с. 927). У гэтым выпадку агульнае 
рашэнне ўраўнення (35) мае выгляд

x = C,Jn(t) + C2Nn(t).
Даследуем вагальны характар рашэнняў ураўнення (35) у ін- 

тэрвале 0 <t < +<» (гл. § 8). Прывядзём гэтае ўраўненне да віду (30)

з дапамогай падстаноўкі х = z-1 2. Будзем мець

X2-- 
____ £ 

t2

Параўноўваючы яго з ураўненнем ў + у = 0 (гл. (31)), заключаем: 
адлегласць паміж паслядоўнымі нулямі ўсякага рашэння ўраўнення 

з з 7 • 7 3 7(35) больш за Л пры A > у і A < - ~ і менш за л пры —~<А<“
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(каэфіцыент пры z будзе большы за 1 пры X* < — і меншы за 7
4

1 . 1

пры A >—). ^Ры ^ = ~; адлегласць пам*ж паслядоўнымі нулямі

функцый Беселя дакладна роўна Я. Гэта відавочна, таму што 

адпаведнымі функцыямі Беселя з’яўляюцца Jl(t) = J—sint, 
- V ГО

7 i(t) = ,—cost. 
\н1

Заўважаючы , што пры дастаткова вялікім t выраз

1 — —р- імкнецца да 1, можна сцвярджаць, што адлегласць 

паміж паслядоўнымі нулямі любой функцыі Беселя імкнецца да 11, 
калі t неабмежавана ўзрастае, гэта значыць, што вагальны характар 
функцый J-^(t) і J^(t) набліжаецца да вагальнага характару 
функцый sin t і cos t.

Прыклад 1. Разгледзім на інтэрвале 0 < t < +°° ураўненне

Беселя х + ~х + х = 0. Увёўшы падстаноўку

x(t) = z(t) ■ е

/J*
y(t) 
4t

(гл. § 8), для y(t) атрымаем дыферэнцыяльнае ўраўненне

z + 1 + —г z = 0.
4t2 ) (36)

Адным з рашэнняў зададзенага ўраўнення з’яўляецца функцыя ну-
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лявога парадку х = J0(t)= —7f ■ Адпаведнае рашэнне
к=о 2 [к!]

ўраўнення (36) мае выгляд
z(t) = Jt J0(t).

Ураўненне (36) параўнаем з ураўненнем ў + у = 0 . Рашэнне 
y = sint гэтага ўраўнення мае на інтэрвале (0,+<») бясконцае 

мноства нулёў tk = kit (к = 7,2,...). Па тэарэме 8.6 рашэнне z(t) 

ураўнення (36), а значыць, і функцыя J0(t) маюць на кожным з 
адрэзкаў [кл.ўк + 1)п] (к = 1, 2,...), прынамсі, адзін нуль.

Заўвага 1. Да ўраўнення Беселя прыводзяцца ўраўненні віду 
t2x + tx + (k2t2-X2 )х = 0, (37)

дзе к - некаторая пастаянная (к ^ 0\ Падстаноўка ^ = kt прыво- 
дзіць ураўненне (37) да ўраўнення

^■^^2-^»' (38)

Агульнае рашэнне ўраўнення (38) (пры X , не роўным цэламу 
ліку) будзе х = C^fCj + C^J-^t,), тады агульнае рашэнне (37) 
прыме выгляд

х = ClJK(kt) + C2J_\(kt).
Пры X цэлым: х = CIJn(kt) + C2Nn(kt).

Заўвага 2. Ураўненне віду
, d2х dx

t у + at ~~ + (b + ct )x~0,
dt2 dt

дзе a, b,c,m- пастаянныя (c>0,m^0\ прыводзіцца з дапамогай 

новай незалежнай зменнай Т і новай функцыі й па формулах
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a 
rm 

— U, t = 
Ы

, дзе
a-1 n m 24c

a = —, P = —, Y =------да 
2 2m

ўраўнення Беселя
,d2u du 2 2 2 (a-I)2-4b

X2—г + х — + (х2-X2 )u = 0, X*='-------~2------- .
dx2 dx m'

Практыкаванне 2. Даказаць сцвярджэнне, сфармуляванае ў 
заўвазе 2.

Прыклад 2. Рашыць ураўненне ГІ + Й+ Г-~ х = 0.
\ 4)

Рашэнне. Тут X = — таму агульнае рашэнне ўраўнення мае

выгляд х = C/Jj + C2J і, дзе
2 ”2

1 if t1 e t‘
I =----------- ■ 12 1 —---------- 1---------------- —------------------------- +
' L (з\ 2-3 2-4-3-5 2-4-6-3-5-72 22Гт V

2
3! + 5! 7!

Такім жа чынам атрымліваем J ]
-2

t
-. Таму агульнае ра-

шэнне запішацца так: х = ^^{^is™ ^+ Q7 cos 0 ■

Прыклад 3. Знайсці агульнае рашэнне ўраўнення 
2 Г 2 Л л 

t‘x + tx + \ 4t -— х = 0.
\ 4)

Рашэнне. Увядзём замену ^ = 2/ (заўвага 1). Тады
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dx dx dL dx d2x d2x
— = — ■ — =?—  = 4  
dt d^ dt d^ ’ dt2 d^2 ’

У выніку атрымліваем ураўненне Беселя

якое мае пры няцэлым X = — рашэнне

х = С^М + С^ ,(Q = C,J,(2t) + C2J ^21).
2 2 2 2

Прыклад 4. Знайсці агульнае рашэнне ўраўнення 
t2x-3tx + (t4-12)х = 0.

Рашэнне. У гэтым выпадку (гл. заўвагу 2) маем каэфіцыен-

ты: а=-3, Ь=—12,с = 1, т = 4, таму а =
а-1

2
= 2,

a 2^ 1 , (а-1)2-4Ь
Y =------= т. X* ='--------^-------= <

т 2 т-
Уводзім новую незалежную зменную т і функцыю й па формулах

X =

a
гтП
— й, або х = 2йх, дзе й = й(х), 

\ Y /

Тады

±J^21L 

dt dt
dr

d 
dx

^du 7
2— + x2u . 

dx

d2x 2 d‘u du
Аналапчна знаходзім —r = 4x‘—r+10x — + 2u. Падставіўшы ў 

dt dx dx
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dx d2x
зыходнае ўраўненне замест t,x,—,—y іх выразы праз X і й, 

dt dt
, d~u du ^

атрымліваем ураўненне Беселя т —~ + Х — + (х — 4)й = 0, агуль- 
dx dx

нае рашэнне якога й = CiJ2(x) + C2N2(X) . Пасля пераходу да змен-
t2 х

ных f і х па формулах X = — ,й = — атрымліваем рашэнне дадзе- 
t

нага ураунення х = t c.J2 + c2n2

§ 11. Перыядычныя рашэнні лінейных дыферэнцыяльных 
ураўненняў

Часта ў прыкладных задачах патрабуецца знайсці перыядыч- 
ныя рашэнні тых ці іншых дыферэнцыяльных ураўненняў. У гэтых 
выпадках часам мэтазгодна адшукваць такія рашэнні ў выглядзе 
сумы некаторага рада Фур’е:

Ап «Я пп У
x(t) = — + 2] Ancos—t + Bnsin —t\.

Няхай, напрыклад, патрабуецца знайсці перыядычнае рашэнне 
лінейнага ўраўнення друтога парадку з пастаяннымі каэфіцыентамі

х + р,х + р2х = f(t) . (39)
Для існавання перыядычнага рашэння гэтага ўраўнення неабходна 
патрабаваць, каб f (t) была перыядычнай функцыяй. Будзем 
лічыць, што f(t) мае перыяд 2к (калі яна мае перыяд Т, то, 

2л
уводзячы замену незалежнай зменнай t]=—t, па (/ яна будзе 

мець перыяд 2л) і раскладаецца ў рад Фур’е
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f (t) = -г + ^ірк cos kt +bk sin kt).
2 к=1

Перыядычнае рашэнне адшукваем у выглядзе 
А °°

x(t) = + Х(4 cos kt+ ^к sin kt)-2 k=l
(40)

Прадыферэнцуем рад (40) пачленна два разы і падставім у 
(39). Будзем падбіраць каэфіцыенты рада (40) так, каб роўнасць (39) 
выконвалася фармальна. Параўноўваючы свабодныя члены і каэфі- 
цыенты пры cos kt і sin kt у левых і правых частках атрыманай 
роўнасці, фармальна знаходзім

д _%L. д _ (Р2~к2)ak-Pikbk 
° Р2’ к (р2~к2)2 + р2к2 (41)

д (P2-k2)bk+pjkak , , ,
(р2-к* )2+ р2к2

Такім чынам, каб існавала рашэнне віду (40), неабходна, каб р2 *0

ао пры а0 *0. Рашэнне x(t) запішацца x(t) =------- I- 
2р2

+ ^ (р2-к2)2+р2к2

Калі р/= 0 ір2 = к2 ,к = 1,2,..., то перыядычнае рашэнне 
будзе існаваць у выпадку адсутнасці ў правай частцы членаў 
akcoskt, bksinkt, якія прыводзяць да з’явы рэзананса. Гэта зна- 
чыць, згодна з азначэннем рада Фур’е (гл. [22], глава VII, § 55, п. 55.1, 
с. 9), што, толькі калі выконваюцца ўмовы

j 2П j 2П
ак = — |/ (t)cos kt dt = 0,bk = — j f (t)sin kt dt = 0, (42)

K o 11 o
перыядычныя рашэнні існуюць. Пры гэтым каэфіцыенты Ак і Вк
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пры к^п знаходзяцца па формулах (41), а каэфіцыенты Ап і Вп 

пры к = п (pj=0,p2=n2) застаюцца адвольнымі, таму што 
выраз Ancosnt + Вп sin nt з’яўляецца агульным рашэннем 
адпаведнага аднароднага ўраўнення.

Калі ўмовы (42) не выконваюцца, ураўненне не мае перыя- 
дычных рашэнняў, наступае рэзананс і складніку, які прыводзіць да 
гэтай з’явы, ак coskt + bk sin kt у правай частцы будзе адпавядаць 
неперыядычны складнік віду t(Ак coskt + Вк sin kt) у той час, калі 
астатнія складнікі ў агульным рашэнні будуць перыядычнымі функ- 
цыямі.

Пры р2 =0 і а0 = 0 каэфіцыент Ао застаецца нявызнача- 
ным і ўраўненне (39) мае бясконцае мноства перыядычных рашэн- 
няў, якія адрозніваюцца адно ад другога пастаянным складнікам.

Прыклад 1. Знайсці перыядычныя рашэнні ўраўнення
Y sin kt

x + 2x = 2J—r.
к=і К

Рашэнне. Падстаўляючы ў рад (40) каэфіцыенты Ак, Вк, 
вызначаныя па формулах (41), будзем мець 

sin kt

Прыклад 2. Знайсці перыядычныя рашэнні ўраўнення 
х + 4х = sin2 t.

Рашэнне. Умовы (42) існавання перыядычнага рашэння 
2л 2п

запішуцца J sin2 t • sin 2t dt = 0, але J sin2 t • cos 2t dt *0 . Таму 
o o

перыядычнага рашэння не існуе.
Прыклад 3. Знайсці перыядычнае рашэнне ўраўнення 

х-х = \sin t\.
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Рашэнне. Функцыя f (t) = \sin t\ - перыядычная з перыядам 

It. Раскладваем яе ў рад Фур’е ў прамежку (-1t; я) 

। \ 2 4 cos 2 kt
\sin л = — ~ X —5---- •1 1 it п^4к2-1

Рашэнне дадзенага ўраўнення адшукваем у выглядзе (40). Згодна з 
умовай задачы і раскладаннем правай часткі ў рад Фур’е (гл. (39)), 

4 4 1
маем Рі=0,р2=-1, а0=~, а2к_!=0, а2к=---—1—,

it it 4к -1
4 

bk=0 (к = 1,2,...). Формулы (41) даюць Ао =-—, А,к_] = 0,

А2к = — — •----- 2----- , Вк = 0. Перыядычнае рашэнне мае від
л 16к -1 
2 4 cos 2kt 

x(t) = -—-—\,----- з---- .it т^ібк2-!

§ 12. Краявыя задачы

Акрамя задачы Кашы, для звычайнага дыферэнцыяльнага 
ўраўнення часта даводзіцца рашаць так званыя краявыя або граніч- 
ныя задачы. У гэтых задачах значэнне шуканай функцыі і яе вытвор- 
ных задаецца не ў адным, а ў двух пунктах, што абмяжоўваюць 
адрэзак, на якім патрабуецца вызначыць рашэнне.

Разгледзім падрабязна краявыя задачы для лінейных ураў- 
ненняў другога парадку 

def
l(x) = a0(t)x + aI(t)x + a2(t)x = f(t), a<t<b. (43)

Каб рашыць краявую задачу для ўраўнення (43), можна 
знайсці агульнае рашэнне гэтага ўраўнення і падабраць значэнні ад- 
вольных пастаянных, што ўваходзяць у формулу агульнага рашэння 
так, каб задавальняліся краявыя ўмовы

ax(a) + ^x(a) = 0, yx(b) + Sx(b) = 0. (44)
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Адзначым, што краявая задача не заўсёды вырашальная , a 
калі вырашальная, то не абавязкова адзіным чынам. Напрыклад, як 
лёгка бачыць, краявая задача

х + х = 1, 0<t<- 
2

х(0) = 0, х ~ \ = 0

не мае рашэння.
Функцыяй Грына краявой задачы (43), (44), ao(t)*O 

Vie (a;b), называецца функцыя G(t,s), вызначаная пры 
t € [a; b], s G (a; b)i такая, што пры кожным фіксаваным s&(a;b) 
валодае ўласцівасцямі:
1) пры t^s функцыя G(t,s) задавальняе адпаведнаму аднародна-

му ўраўненню;
2) пры t = a '\ t-b функцыя задавальняе краявым умовам (44);
3) пры t - s функцыя G(t,s) непарыўная па 7, а вытворная яе па

7
t мае скачок, роўны ———, гэта значыць 

a0(s)

G(s + 0,s)=G(s-0,s), G,\ =GZ| + —.
' 7 1'1=^+0 "t^-o a0(s)

Для таго, каб знайсці функцыю Грына краявой задачы (43), 
(44) неабходна знайсці два частковыя рашэнні x^t) і x2(t)
адпаведнага аднароднага ўраўнення

ao(t)x + a](t)x + a2(t)x = O, 
якія адрозніваюцца ад х = 0 і задавальняюць адпаведна першай і 
другой з краявых умоў (44), прычым x^t) не задавальняе 
адначасова абедзвюм краявым умовам.

Пры гэтым функцыю Грына адшукваем у выглядзе

G(t,s) =
^(s)Xj(t) пры a<t<s, 
\y(s)x2(t) пры s <t <b,

(45)
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дзе функцыі ^(s) і y(s) выбіраем так, каб выконваліся сфармуля- 
ваныя ўласцівасці для функцыі G(t,s), гэта значыць , каб

Vfs)x2^> = ф<s)*i(s), у(s)x2(s)-^(s)Xj(s) =
a0(s)

(46)

(гл. уласцівасць 3)).
Калі функцыя Грына знойдзена, то рашэнне краявой задачы 

(43), (44) адшукваецца па формуле 
ь

x(t) = \G(t,s)f(s)dS.
a

Гэтая формула правяраецца непасрэднай падстаноўкай у за- 
дачу (43), (44). (Аб умовах вырашальнасці краявых задач гл. [23], 
глава IV, § 2, с. 114.)

Уласным значэннем краявой задачы 
a0(t)x + aj(t)x + a2(t)x = кх, 

ах(а)+$х(а) = 0, ух(Ь) + Ьх(Ь) = 0 
называецца такі лік X = Хо, пры якім гэта задача мае нетрывіяльнае 
рашэнне x = ^(t). Гэтае рашэнне называецца ўласнай функцыяй 
(падрабязна гл. [23], глава IV, § 3, с. 123).

Заўвага 1. Часта пры рашэнні краявых задач выкарыстоўва- 
юць наступны прыём. Няхай зададзена лінейнае дыферэнцыяльнае 
ўраўненне (43) з краявымі ўмовамі (44), тады рашэнне гэтай задачы 
шукаем у выглядзе

x(t) = x0(t) + au(t) + ^>v(t), (47)
дзе функцыі x0(t),u(t),v(t) знаходзяцца адпаведна з трох задач 
Кашы:

1) l(x) = f (t),x(a) = х(а) = 0;
2) 1(х) = 0,х(а) = 1,х(а) = 0;
3) 1(х) = 0,х(а) = 0,х(а) = 1.

Падстаўляючы зададзеныя краявыя ўмовы ў (47), атрымаем сістэму 
двух ураўненняў для знаходжання каэфіцыентаў а і р.
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Заўвага 2. Дэтэрмінант сістэмы (46), які з’яўляецца дэтэрмі- 
нантам Вронскага W^X](t),x2(t)] = W(t) у пункце t = s, не роўны 

нулю, і функцыі ^(s) і y(s), што задавальняюць сістэме (46), лёг- 
, , x2(s) z , X1(S)

ка знаходзяцца (р( s) = ——----—, W(s) = ——----- —.
W(s)a0(s) W(s)-a0(s)

Адсюль

G(t,s) = \

x2(s)xi(t) 
W(s)a0(s) 
xi(s)x2(t) 
W(s)a0(s)

пры a<x<s,

пры s<x<b.

Прыклад 1. Знайсці рашэнне ўраўнення х + х = 0, якое за- 
давальняе краявым умовам х(0) = 0, х(а) = х0.

Рашэнне. Агульнае рашэнне дадзенага ўраўнення мае від 
х = Cj cos t + С2 sin t (гл. § 5). Умова х(0) = 0 задавальняецца, калі 
С/ = 0, пры гэтым х = С2 sin t. Калі a ^ Tin, дзе п - цэлы лік, то з 

хо другой гранічнай умовы знаходзім х0 = С2 sin а0,С2 =~----- . У
SITI CIq 

выніку гэтага існуе адзінае рашэнне дадзенай краявой задачы
*0х =------  

sin a
sin t. Калі a = Tin, to з другой краявой умовы маем

С2 sin Тіп = х0. Значыць, калі х0 = 0, краявая задача мае бясконцае 
мноства рашэнняў х = С2 sin t, дзе С2 можа прымаць любыя 
значэнні, а пры х0 ^ 0 краявая задача не мае рашэнняў.

Прыклад 2. Знайсці функцыю Грына краявой задачы 

x(t) + x(t) = f (t),x(0) = 0,x -\ = 0.

Рашэнне. Частковыя рашэнні адпаведнага аднароднага
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ўраўнення, якія задавальняюць умовам х(0) = 0 і у I = 0 , 

адпаведна маюць віа x^t) = sin t і x2(t) = cos t, таму (гл. заўвагу

2, пры гэтым

G(t,s) =
- cos s ■ sin t пры 0 <t < s,

Л
- sin s • cos t пры S <t <—.

Прыклад 3. Пабудаваць функцыю Грына для краявой задачы 
х = f (t), х(-1 ) = х(1) = 0, і з дапамогай яе запісаць рашэнне.

Рашэнне. Агульнае рашэнне ўраўнення х = 0 ёсць x = Cj + 
+С2 t ■ Умове х(-1) = 0 задавальняе, напрыклад, рашэнне х^і) = 
= 1 + t, а другой краявой умове - рашэнне x2(t) = 1 -1. Функцыю 
Грына для ўказанай краявой задачы адшукваем у выглядзе

G(t,s) =
^(s)(l + t), -l<t<s 
y(s)(l-t), s<t<l,

дзе (p(s) i ^f(s) вызначаюццазумоў
^(s)(l-s) = ^(s)(l + s), -\y(s)-q(s) = 1.

1~S / l+s
Адсюль (pfs) = — —-^—, VCs)~ — ~" • Такім чынам, шуканая функ- 

цыя Грына мае від

G(t,s) = 2

-~(l + s)(l-t), s<t<l.

Рашэнне дадзенай краявой задачы з дапамогай гэтай функцыі запі- 
шацца так:
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x-\G(t,s)f(s)ds = - \l-s)f(s)ds - ](l + s)f(s)ds.

-i z -i z t
Прыклад 4. Рашыць краявую задачу

5
tx-x = -^,x(l) = х(1), Зх(2)~ 2х(2) = 3.

Рашэнне. Прыменім метад прывядзення краявых задач да 
задач Кашы (заўвага 1). У дадзеным выпадку такое прывядзенне 
мала эфектыўнае, але ў некаторых іншых выпадках, асабліва ў сувязі 
з метадам лікавага рашэння, гэты прыём бывае карысным.

Будзем адшукваць рашэнне ўказанай краявой задачы ў вы- 
глядзе х = x0(t) + au(t) + ^v(t), дзе x0(t),u(t),v(t) адпавядае 
рашэнню такіх задач Кашы:

3
a) tx-x = —, х(1) = х(1) = 0;

6)tx-x = 0, х(1) = 1,х(1) = 0;
в)Іх-х = 0, х(1) = 0,х(1) = 0.

Рашыўшы кожную з гэтых задач Кашы, знаходзім 
x0(t) = ^-(t2-3) + y, u(t) = l, v(t) = -(t2-1).

Падбяром у выразе

x = ~(t2-3) + - + a + yt2-1)

каэфіцыенты a і Р так, каб гэты выраз задавальняў краявым умо- 
вам. Пасля яго падстаноўкі ў краявыя ўмовы атрымліваем ураўненні 
для вызначэння a і р : a = Р, 6a + р = 7. Адкуль a = Р = /. Такім 
чынам, шуканае рашэнне мае выгляд

x = ~(t2 -3) + - + l + ^-(t2 -l) = t2 +--1.
2 t 2 t

Прыклад 5. Знайсці ўласныя значэнні і ўласныя функцыі 
краявой задачы х = Хх, х(0) = 0, х(Ь) = 0,Ь> 0.
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Рашэнне. Пры X = 0 атрымліваем х = C]t + С2, і краявым 
умовам задавальняе толькі трывіяльнае рашэнне, гэта значыць X = 0 
не з’яўляецца ўласным значэннем.

Пры X > 0 агульнае рашэнне запісваецца так: х = Cje^1 + 

+ С2е~^'. Краявым умовам задавальняе толькі х = 0.

Няхай X < 0. Агульнае рашэнне дадзенага ўраўнення мае від 
х = Cj sin V_X t + C2 cos V- X t. Краявыя ўмовы выконваюцца пры 

С2 = 0, С, sin -J- X b = 0.
Такім чынам, пастаўленая краявая задача мае ненулявыя

рашэнні, калі X о = kit, гэта значыць X = - — , к = 1,2,....
\ b )

Уласныя функцыі, што адпавядаюць гэтым значэнням, маюць від 
kut

xk(t) = sin——, к = 1,2,....
К b

Варыянты заданняў для самастойнай працы

I. 1. Рашыць ураўненне х — 4х + Зх = 0.
2. Знайсці агульнае рашэнне ўраўнення х + 2кх + 2к2х = 5k2 sin kt.
3. Рашыць метадам варыяцыі адвольных пастаянных ураўненне

х + 4х + 4х = e~2t In t.
4. Даказаць, што лінейнае дыферэнцыяльнае ўраўненне другога па- 

радку a(t)x + b(t)x + c(t)x = 0, дзе a(t), b(t), c(t) - непарыў- 
ныя на некаторым інтэрвале (t0;t^ функцыі, a(t)*0, можна

d ( dx}
прывесці да віду — \p(t)~\ + q(t)x = O.

5. Рашыць краявую задачу х = f (t), х(а) = x(b) = 0.
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t2 + 2t + 2
II. 1. Рашыць ураўненне x-2x + x =----- j------ .

2. Знайсці перыядычныя рашэнні ўраўнення х + х = cos t cos 2t.

3. Пабудаваць функцыю Грына краявой задачы х — к'х = f(t), 
к*0, х(-1) = х(1), х(-1) = х(1).

4. Даказаць, што калі (pf^ і \gf^ - рашзшзі ўраўлскня ~(p(t)x\ + 
at

+ q(t)x = 0, то існуе такая пастаянная С, што ф(t)ў(t)-
С

-^(t)^(t) = -—
P(t)

5. Рашыцьураўненне t(t + l)x-(t + l)x + x = O.

III. 1. Пабудаваць агульнае рашэнне ўраўнення Эйлера
t2 х + tx + 2x = 2cos (In t) + sin (In t).

2. Пабудаваць рашэнне задачы Кашы ў выглядзе ступеннага рада 
x + tx = 0,x(0) = 0,x(0) = l.

3. Знайсці рашэнні, што задавальняюць указаным краявым умовам 
x-2x-3x = 0,x(0) = l, lim x(t)-O.

4. Праінтэграваць лінейнае аднароднае ўраўненне х11 +х = 0.
■■ 3 ■5. Знайсці агульнае рашэнне ўраўнення Беселя х +—х + 4х-0.

IV. 1. Знайсці агульнае рашэнне дыферэнцыяльнага ўраўнення 
'х + x = t.

2. Пабудаваць функцыю Грына краявой задачы х + х = f(t), 
х(0) = х(1) = 0.

3. Паказаць, што ўсякае рашэнне ўраўнення (1+Г)x+t: cos tx = 0 
мае бясконцае мноства нулёў.
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4. Устанавіць від частковага рашэння ўраўнення 
х-2х + 2х = e'tsin t.

5. Знайсці перыядычныя рашэнні ўраўнення х + 9х = sin3 t.

V. 1. Знайсці чатыры першыя члены раскладання ў ступенны рад 
дыферэнцыяльнага ўраўнення tx + xsint = t пры пачатковых 
умовах х(п) = 1, х(п) = 0.

2. Рашыць ураўненне Эйлера
(t +1)3 х + 3(t +1)2 x + (t + 1)х = 6ln(t +1).

3. Знайсці рашэнне ўраўнення х-2х - Зх = 0, якое задавальняе 
краявым умовам х(0) = 1, lim x(t) = 2.

4. Устанавіць від частковага рашэння ўраўнення 
'х + 2х + х = (2t + l)sin t + (t2 -4t)cost.

5. Праінтэграваць ураўненне х + 9х = sin3 t метадам варыяцыі ад- 
вольных пастаянных.

VI. 1. Знайсці агульнае рашэнне лінейнага аднароднага дыферэнцы- 
яльнага ўраўнення другога парадку х + P](t)x + p2(t)x -0, калі 
вядома адно яго частковае рашэнне xt = x^t).

2. Указаць від частковага рашэння ўраўнення
х + х = t2 cos t + 2sin t + e2' sin 2t + t3e'.

3. Праінтэграваць пры дапамозе рада ўраўненне х + tx + х = 0.
4. Знайсці рашэнне, якое задавальняе гранічным умовам 

с

х + х = t, х(0) = 1, х

5. Рашыць ураўненне метадам варыяцыі адвольных пастаянных 
/

х + х =------ .
sin X
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VIL 1. Паказаць, што рашэнні x0(t) = t2 е~' ,Xi(t) = te~‘, 

x2 = e аднароднага ліненнага ўраунення трэцяга парадку 
ўтвараюць базіс прасторы рашэнняў. Пабудаваць гэтае ўраў- 
ненне і запісаць для яго агульнае рашэнне.

2. Рашыць задачу Кашы х - Зх - 2х = 9е21, х(0)-0, х(0) = -3, 
х(0) = 3.

3. Знайсці агульнае рашэнне ўраўнення Беселя t'x+tx+(t2 -±)х = 0.

4. Знайсці агульнае рашэнне ўраўнення х,] + 5х + 4х = 0. 
t3-6

5. Праінтэграваць ураўненне х + х = —р—.

VIII. 1. Скласці лінейнае аднароднае ўраўненне па яго агульным 
£ 

рашэнні х = (C] + C2t)е 3.
2. Знайсці агульнае рашэнне ўраўнення Беселя 

t2x-2tx + 4(t4 -1)х = 0.
3. Указаць від частковага рашэння ўраўнення 

х + х = sin t +1 cos t + е~' cos 2t + t2.
4. Пабудаваць функцыю Грына для краявой задачы х- х = f (t), 

x(t) абмежавана пры ўсіх t е (-°°, °°).
5. Знайсці агульнае рашэнне дыферэнцыяльнага ўраўнення 

х + х = 2sin t -6cos t - 12e‘.

IX. 1. Скласці лінейнае аднароднае ўраўненне другога парадку, 
агульным рашэннем якога з’яўляецца функцыя 
х = (С; cos t + C2 sin t)e2t + 3e2'.

2. Знайсці рашэнне ўраўнення x + x = tg t, якое задавальняе кра- 

явым умовам х(0) = х\ ~ \ = 0.
)
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3. Знайсці чатыры першыя (не роўныя нулю) члены раскладання 
рашэння ўраўнення x = t2x + x3 пры х(0) = 1 у ступенны рад.

4. Указаць від частковага рашэння ўраўнення 
x-9x = (t2 + sin 3t)e~3'.

5. Рашыцьураўненне х-3х + 2х = 21.

X. 1. Знайсці ўсе рашэнні ўраўнення х-4х + 5х = sin t, якія зада- 
вальняюць умове: x(t) абмежавана пры t-^°°.

2. Даказаць, што функцыі Xj = е^2'(cos ^2 t+ іsin^2 t), 

х2 — е~^1 (cos у/~2 t — іsinj~2 t) утвараюць фундаментальную 

сістэму рашэнняў ураўнення х-4іх = 0. Ці з’яўляюцца функцыі 
Uj = Rexj, u2 = Re х2, vl=Imxl, v2-Imx2 рашэннямі да- 
дзенага ўраўнення? Ці мае дадзенае ўраўненне сапраўдныя ра- 
шэнні?

3. Рашыць ураўненне х + 4х + Зх = ch х.
4. Знайсці тыя рашэнні ўраўнення tx + 2х + tx = 0, якія выражаюц- 

ца радамі.
5. Панізіць парадак і праінтэграваць ураўненне х sin21 = 2х, якое 

мае частковае рашэнне х = cig t.

XI. 1. Знайсці агульнае рашэнне ўраўнення х + px + qx = 0,
p,q- const.

2. Пабудаваць функцыю Грына, рашыць краявую задачу 
tx + х = 2t, х(1) = х(1); x(t) абмежавана пры t -^ 0.

3. Знайсці агульнае рашэнне дыферэнцыяльнага ўраўнення 
sin t

х + х =-----j—.
cos" t

4. Паказай.ь,шторашэнні x0(t) = t2,xI(t) = t,x2(t) = 1, x3(t) = e‘ 
аднароднага лінейнага ўраўнення чацвёртага парадку ўтвараюць
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фундаментальную сістэму. Пабудаваць гэтае ўраўненне і запісаць 
яго рашэнні.

5. Знайсці агульнае рашэнне ўраўнення (t2 - l)x + 4tx + 2x = 6t, 

t2+t + l
калі яго частковыя рашэнні Xj = t,x2 = ——.

XII. 1. Пабудаваць фундаментальную сістэму рашэнняў для ўраў- 
нення х + (О~х = 0,(0 = const > 0.

2. Знайсці ўласныя значэнні і ўласныя функцыі краявой задачы 

t2x + — х = \х, х(1) = х(1) = 0.
4

3. Знайсці агульнае рашэнне ўраўнення Эйлера t2x - tx + х = 6t In t.
4. Рашыць ураўненне (2t + l)x + 4tx — 4x = 0.
5. Устанавіць від частковага рашэння ўраўнення 

х11 + х = 7t - 3cos t -1.

XIII. 1. Знайсці перыядычныя рашэнні ўраўнення х + 4х = cos21.
2. Паказаць, што рашэнні x0(t) = sin t, Xjft) = cos t, x2(t) = е' 

аднароднага лінейнага ўраўнення трэцяга парадку ўтвараюць 
фундаментальную сістэму рашэнняў. Пабудаваць гэтае ўраўнен- 
не і запісаць для яго агульнае рашэнне.

3. Устанавіць від частковага рашэння ўраўнення х1+xli = tsint+l.

4. Знайсці агульнае рашэнне ўраўнення t2 (t + 1)х - 2х = 0, калі яго
7 

частковае рашэнне Xj = 1 + ~.

5. Знайсці рашэнне ўраўнення Эйлера t2х - 2х = 0, якое задаваль- 
няе краявым умовам х(1) = 1, lim x(t) = 0.

XIV. 1. Знайсці агульнае рашэнне ўраўнення х + х = 3.
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2. Знайсці ўласныя значэнні і ўласныя функцыі краявой задачы 
'х = кх, х(0) = х(Ь)- 0.

4t2-l
3. Знайсці агульнае рашэнне ўраўнення х-х =---- т=—

4. Скласці лінейнае неаднароднае ўраўненне па яго агульным ра- 
шэнні х = (C] + C2t)cos t + (C3 + C4t)sin t.

5. Указаць від частковага рашэння ўраўнення
х + 2х + 2х = ch t ■ sin t.

XV. 1. Скласці лінейнае аднароднае ўраўненне і запісаць яго агуль- 
нае рашэнне, калі вядомы карані характарыстычнага ўраўнення 
^12=3 + 2і, Х34-1.

2. Рашыць гранічную задачу х + х = 0, х(0) = 1, х — \ = 1.

3. Знайсці рашэнне ўраўнення х + х = 6 sin 2t, якое задавальняе 
пачатковым умовам х(0) = 0, х(0) = -4.

4. Рашыць ураўненне х-2х +х = 6te'метадам варыяцыі адволь- 
ных пастаянных.

5. Знайсці перыядычныя рашэнні дыферэнцыяльнага ўраўнення 
х + 9х = sin3 t.



ГЛАВА III
СІСТЭМЫ ЛІНЕЙНЫХ ДЫФЕРЭНЦЫЯЛЬНЫХ 

УРАЎНЕННЯЎ

§ 1. Аднародныя нармальныя сістэмы дыферэнцыяльных 
ураўненняў

Нармальнай лінейнай аднароднай сістэмай дыферэнцыяль- 
ных ураўненняў называецца сістэма

~T~ = ^aij(t)xj, і = 1,п, t&I = (a;b) (1)
j=i

або ў матрычнай форме
dx
-Т=^)х, (Г)

дзе
^ift)'

Х= 2f ^ = colon{xI(t),x2(t),...,xn(t)\

<xn(t),

'an(t) al2(t) ••• aln(t)' 

, , a21(V a22(O ••• а2п(О 
A(t) =

_ 'aij^)>j = l>n

Д = Лп
\ani(t) an2(t) ••• ann(t)) 

квадратная матрыца памеру пхп.
Будзем меркаваць, што atJ (t)- непарыўныя на інтэрвале I 

функцыі. У гэтым выпадку сістэма (1) будзе мець адзінае рашэнне, 
якое задавальняе пачатковым умовам

xi(to) = x°,-,xn(to) = x°,
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дзе х° ,...,х° - любыя зададзеныя лікі, a t0 узяты з інтэрвалу I. 
Гэтае рашэнне будзе непарыўным і вызначаным у разглядаемым 
інтэрвале /(гл. § 4.2, § 4.3). Рашэнне сістэмы (1) валодае наступнымі 
ўласцівасцямі:
1°. Калі х? = 0, і = 1,п, то, у сілу адзінасці, x/tj^O, і = 1,п.

2° Калі х1, х2,..., хк - рашэнні сістэмы (1), дзе

х1 = colonfx^.....х^), j = 1,к ,хо

х = C^ + С2х" + ... + Скхк — (2)
рашэнне сістэмы (1).

Сапраўды, у сілу таго, што xJ - рашэнні, j = l,k, маем 

х1 = A(t)xJ. Прадыферэнцаваўшы (2) і карыстаючыся апошняй 
роўнасцю, атрымаем
х = С/Х1 + С2х2+...+Скхк = C/A(t)x' + C2A(t)x2+...+CkA(t)xk = 

= Aftfax1 +С,х2+...+Скхк)= A(t)x.

Нагадаем, што вектарныя функцыі х1, х2,..., хк, 
вызначаныя на (а;Ь), называюць лінейна залежнымі на (а;Ь) 
(гл. § 2.2), калі існуюць лікі П/, а2,..., ак , не роўныя адначасова 
нулю, пры якіх

а^х' (t) + a2x2 (t)+...+akxk (t) = 0, te(a;b). (3)
Калі роўнасць (3) выконваецца толькі пры а./ = 0, 

а2=0,..., ак=0, тады функцыі х ,х2,...,хк называюцца
лінейна незалежнымі.

Роўнасць (3) у разгорнутым выглядзе запішацца
aIx]](t) + а2х]2 (t)+.. .+ак xlk(t) = 0,

aIx2l(t) + a2x22(t)+...+akx2k(t) = 0,

аіхпі (0 + а2хп2 (t)+..-+ак xnk(t) = O,t&(a;b).
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Дапусцім цяпер, што х^х2,.-,^" "Рашэнні лінейнай 
сістэмы (1) на інтэрвале (а;Ь). Утворым матрыцу, слупкамі якой 
з’яўляюцца гэтыя рашэнні.

'xji(t) xl2(t) ••• xln(tp
, *21 (t) X22^) ••• Х2п(О

X(t) = : (4)

^nltO Xn2(‘) •'• Хпп(О>

Mae месца
Тэарэма 1. I. Калі дэтэрмінант \X(t)\ матрыцы (4) адрозні- 

ваецца ад нуля хоць у адным пункце t0 е(а;Ь), тады рашэнні 
х1 (t), х2(t),..., хп(t) сістэмы (1) лінейна незалежныя на (а;Ь).

II. Калі ж існуе такі пункт t0 & (а;Ь), у якім \х(tQ)\ = 0, то 

рашэнні х1, х2,..., хп сістэмы (1) лінейна залежныя на (а;Ь) і 

\X(t)\ = 0, te(a;b).
Вынікам гэтай тэарэмы з’яўляецца сцвярджэнне: для таго, 

каб рашэнні х1,х2,...,хп лінейнай сістэмы (1) былі лінейна 
незалежнымі на (а;Ь) , неабходна і дастаткова, каб \x(to)\^O пры 

некаторым t0 & (a; b).
Структура агульнага рашэння сістэмы (1) вызначаецца 

наступнай тэарэмай.
Тэарэма 2. Сістэма (1) мае роўна п лінейна незалежных 

рашэнняў х1, х2,..., хп. Агульнае рашэнне гэтай сістэмы мае 
выгляд

х = C/X1 + С2х2 + ...+Спхп, (5)

дзе СІ,С2,... ,Сп -адвольныя пастаянныя, а х1, х2,..., хп - гэтыя 
ці іншыя незалежныя рашэнні.

Доказ тэарэмы 2 прынцыпова не адрозніваецца ад доказу
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тэарэмы 2.2.
Практыкаванне 1. Правесці самастойна падрабязны доказ 

тэарэмы 2.
Сукупнасць п лінейна незалежных на (а;Ь) рашэнняў 

х1, х2,..., хп сістэмы (1) называецца фундаментальнай сістэмай ра- 

шэнняў, або базісам рашэнняў. Калі рашэнні х1, х2,..., хп лінейна 
незалежныя, то матрыцу (4) называюць фундаментальнай матрыцай 
сістэмы (1). 3 дапамогай яе агульнае рашэнне (5) можна запісаць у 
выглядзе х = X(t)C, дзе С = colon( С/, С2,... ,Сп ) - вектар-слу- 
пок адвольных пастаянных. Калі X(t0) = Е, дзе Е — адзінкавая 
матрыца, to X(t) (абазначаюць яшчэ X(t,t0)) называюць матры- 
цай Кашы.

Калі X(t) - фундаментальная матрыца сістэмы (1), то мае 
месца формула Астраградскага-Ліувіля-Якабі (гл. формулу (2.2.8)):

\X(t)\ = \X(t0)\e'^ (6)
Сапраўды,

*і2 (7)

Згодна з правілам дыферэнцавання па радках, вытворная ад дэтэр- 
мінанта п -га парадку роўна суме п дэтэрмінантаў, якія атрымліва- 
юцца з дадзенага заменай па чарзе элементаў 1-га, 2-га,..., п -га радка 
іх вытворнымі.

Практыкаванне 2. Самастойна правесці доказ формулы (7). 
(Гл. [11], п. 8.6, с. 61).

1 2 пУ сілу таго, што х ,х ,...,х рашэнні (1), маюць месца то-
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п
еснасці х^ =^aik(t)x^, і = 1,п. Замяняючы цяпер вытворныя 

к=1
хі],...,хі„ іх значэннямі з папярэдняга выразу ў z-тым радку і -га 
складніка сумы (7), будзем мець, што гэты і-ы дэтэрмінант мае ў і-м 
радку элементы, якія з’яўляюцца сумамі п -складнікаў. Такі 
дэтэрмінант роўны суме дэтэрмінантаў, у кожным з якіх пакінута 
адпаведна па аднаму складніку (гл. [12], разд. 1, п. 4.1, с. 49). Але ўсе 
гэтыя дэтэрмінанты, за выключэннем аднаго, роўныя нулю, у сілу 
таго, што ў z-м радку ў іх стаяць элементы, якія з дакладнасцю да 
агульнага множніка супадаюць з элементамі некаторага іншага 
радка. He роўным нулю будзе толькі адзін дэтэрмінант, у z-м радку 
якога будуць стаяць элементы а^Хц,..., а^х^. Гэты дэтэрмінант

будзе роўным ап \X(t)\. Таму ^-^^^^^^'^0'^^ ■ АДКУЛЬ’ 

і=І
інтэгруючы атрыманае ўраўненне першага парадку, маем формулу 
(6).

Адзначым, што з формулы (6) можна атрымаць формулу 
(2.2.8).

Прыклад 1. Сістэма ўраўненняў х = (2sin t — cos t)x + 
+ (sin t - cos t)y, ў = 2(cos t - sin t)x + (2 cos t - sin t )y мае pa- 
шэнні x, = e-cost, x2 = -esin‘, y, = -e^1, y2 = 2es,nl. Праве- 
рыць, ці ўтвараюць гэтыя рашэнні фундаментальную сістэму. 
Знайсці матрыцу Кашы гэтай сістэмы ўраўненняў і яе рашэнне пры 
ўмовах x(tt) = —1, у(п) = 2.

Рашэнне. Праверым, ці задавальняюць дадзеныя функцыі 
зыходнай сістэме. Будзем мець

— (e~cos '] = sint- e~cos' = (2 sin t-cost )e~cos 1 - (sin t-cost )e~cos 1, 
dt' '

— (-e~cos,] = -sinte~cosl = 2(cost-sint)e~cosl -(2cost-sint)e~cosl, 
dt' 7
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—[-esm')=-cost-esm,=(2 sin t-cost){-esin']+(sin t-cost)- 2esm 1,

^(2esin,) = 2cost-esinl = 2(cost-sin t)(~esm')+(2cost-sint)-2esm‘.

Такім чынам, colon (x!, yj) \ colon (x2, y2 ) ёсць рашэнне сістэ- 
мы. Дэтэрмінант

e-cosl
-e~cos'

-esin‘

2e sin t
_ ^smt~cost *0,

таму гэтыя функцыі ўтвараюць фундаментальную сістэму рашэнняў 
зададзенай сістэмы. Яе агульнае рашэнне запішацца

C-COSt „Sint -cost . „Sint]в -C2e , y = -C,e +2C2e
Выбярэм з гэтага рашэння два, якія задавальняюць умовам 

хі(іо) = 1 ‘ Уі(1о) = °^ х2((о) = ° * У2(1о) = 1- Д™ першага 
рашэння пастаянныя Cf і С2 вызначаем з сістэмы лінейных ураў-

ненняў 1 = Cle~cos,u -C2es,nl", 0 =-С^05'0 + 2C2esin'°. Знахо- 

дзім С, =2ecos,°, C2=e~sin,o.
Аналагічна для другога рашэння
0 = Cje-cos,° - C2esm'°, 1 = -Cje-cos,° + 2C2es,nl°.

Адкуль С/ = ecos 0, С2 — e~sm'“. Шуканыя рашэнні маюць выгляд 
xt(t) = 2e~^os'~cost°^ — es'nl~s'n,o 

y^t) = _2e~(cos'~cos'0^ + 2esin,~sintl1 
X2(t) = e~<cos,~cos,o) _ esint-sint0 

y-,(t) = _e-^os,-cos,o) + 2esin,~sinto
Матрыцант дадзенай сістэмы запішацца так:

X(t.to) =
' 2g~^cos 1-005 ^) _ gsin 1-81,1 h g~^cos 1-605 ^і — gs'n t-sin t0 ^ 

2gSint-Sint0 _ g-fcost-costo) 2eS'n l~s'n 'o _ g-fcos t-cos t0 ) •

Рашэнне дадзенай сістэмы, якое задавальняе ўмове х(п) = —1, 
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y(n) = 2, запішам y выглядзе
^(t)} (-1\ ( 2e~cos,~l-esin'

Ы0)
= X(t,n)

-l-cost e -e
1/ Sint -l-cost \ ~>„sint -l-cost \2(e -e ) 2e -e 2

e
2es,nt

-Sint ^„sint, гэта значыць x = —e , y = ze

§ 2. Метад выключэння для рашэння лінейных сістэм

3 дапамогай метаду выключэння, аналагічнага таму, які мае 
месца ў тэорыі лінейных алгебраічных ураўненняў, агульную сістэму 
лінейных ураўненняў з пастаяннымі каэфіцыентамі можна ў 
некаторым сэнсе прывесці да аднаго ўраўнення.

Разгледзім сістэму 
п 
X Ljs (P)xs = fj(t). j = in, (8)
s=l

дзе xl,x2,...,xn -невядомыя функцыі зменнай t, a f](t),---,fn(t)~ 
зададзеныя функцыі t . Кожны сімвал LJS(p) - паліном з пастаян- 
нымі каэфіцыентамі адносна аператара дыферэнцавання р, гэта зна- 
чыць Ljs(p)xs уяўляе сабою лінейную камбінацыю з пастаяннымі 
каэфіцыентамі адносна функцыі xs і яе вытворных. Лік ураўненняў 
сістэмы (8) роўны ліку невядомых функцый. Няхай qs - парадак 
сістэмы (8) адносна невядомай функцыі xs, так што агульны пара- 
дак сістэмы (8) вызначаецца формулай q = q/ + qj+'-'+Qn (гл- § 4.1). 
Прымяняючы да (1) метад выключэння, будзем меркаваць, што 
кожная невядомая функцыя xs мае дастатковы лік вытворных і што 
кожная з функцый fj(t) мае дастатковы лік вытворных. У сілу 
гэтых меркаванняў звужаецца клас разглядаемых рашэнняў і клас 
разглядаемых ураўненняў. Першае з гэтых абмежаванняў можна 
зняць, даказаўшы, што калі X] ,Х2>...,хп ёсць рашэнне сістэмы (8) і
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калі правыя часткі /;(/)маюць дастатковы лік вытворных, то
кожная функцыя xs мае дастатковы лік вытворных. Апішам метад
выключэння. Разгледзім матрыцу

%(р) - LIn(p)

L(p) = ........................... (9)
\Lni(P) •" ^пп(Р))

сістэмы ўраўненняў (8). Кожны элементLJS(р) матрыцы (9) ёсць 
паліном ад р. Такім чынам, можна вылічыць дэтэрмінант D(p) 
матрыцы (9) і яе міноры. Алгебраічнае дапаўненне элементу L]S(р) 
матрыцы (9), гэта значыць мінор гэтага элементу, узяты з неабход- 
ным знакам, абазначым МSJ (р). 3 алгебры вядома, што мае месца 
тоеснасць (гл. [12], з. 1, п. 4.4, с. 56) 

п
YMIJ(p)LJS(p) = ^sD(p), (10)

дзе 5j - так званы сімвал Кронекера: 5' = l,$'s =0 пры і * s.
Памножым ў-ае ўраўненне (8) на паліном Mtj(p), гэта 

значыць выканаем шэраг дыферэнцаванняў, множання на лікі і 
складанняў, і, прасумаваўшы затым па j , атрымаем роўнасць

I Му(р)^(р)х5 = X M^plf/t). (11)
jj=i J

Пры пераходзе ад (8) да (11) мяркуецца існаванне дастаткова 
вялікага ліку вытворных у функцый xs і fj(t).V сілу (10) роўнасць 
(11) перапішацца ў выглядзе

D(p)xi=^Mij(p)fj(t), і = 1,п. (12)
j

Атрыманая сістэма ўраўненняў(12) валодае той уласцівасцю, 
што кожная невядомая функцыя х, уваходзіць толькі ў адно 
ўраўненне (12).
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Такім чынам, даказана, што калі сістэма функцый 
xh...,xn - рашэнне сістэмы (1), то кожная асобная функцыя х, 
ёсць рашэнне ўраўнення (12).

Аднак не патрэбна думаць, што калі для кожнага нумара і 
выбраць адвольным чынам рашэнне х, ураўнення (12) і затым 
скласці сістэму функцый х],...,хп , то яна будзе рашэннем сістэмы 
(8). Для таго, каб знайсці агульнае рашэнне х],...,хп сістэмы (8), 
патрэбна знайсці агульнае рашэнне xt кожнага ўраўнення (12), 

і = 1,п, скласці сістэму функцый Xj,...,xn і затым вызначыць, пры 
якіх умовах, гэта значыць пры якіх судачыненнях паміж пастаяннымі 
інтэгравання, гэтая сістэма функцый задавальняе сістэме (8).

Зробім некаторыя вывады з метаду выключэння. Разгледзім 
выпадак аднароднай сістэмы ўраўненняў 

п
^Ljs(p)xs=O, j = l,n. (13)
S=1

Калі сістэма функцый х,,...,хп уяўляе сабой рашэнне сістэ- 
мы (13), то кожная асобная функцыя xt, што ўваходзіць у гэтае ра- 
шэнне, задавальняе ўраўненню

D( р)х, = 0, 
дзе D(р)- дэтэрмінант матрыцы L(р).

Пакажам цяпер, як, карыстаючыся метадам выключэння, па- 
трэбна рашаць сістэму (13). Запішам яе ў вектарнай форме

Цр)х = О, (14)
дзе х = colonfX],...,хп).

Дапусцім, што detL(p)-D(p) сістэмы (13) не 
ператвараецца тоесна ў нуль, і няхай X — корань палінома 
D(p) кратнасці к. Будзем шукаць рашэнне сістэмы (14) у выглядзе 

x = g(t)e\ (15)
дзе g(t) = colon(g](t),...,gn(t)) - вектар, кампаненты

151



gi(O>-,gn(t) (16)
якога - паліномы ступені к-1 адносна t з нявызначанымі 
каэфіцыентамі. Кожнае рашэнне віду (15) будзем называць 
адпаведным кораню X. Падстаўляючы (15) ва ўраўненне (14), 
атрымаем

0 = L(p)g(t)e" = euL(p + \)g(t). (17)

Пасля скарачэння на е^ будзем мець
L(P + ^)g(t) = O. (18)

Такім чынам, вектар (15) тады і толькі тады з’яўляецца 
рашэннем ураўнення (14), калі паліномы (16) задавальняюць умове 
(18). Калі перапісаць вектарнае ўраўненне (18) у каардынатнай 
форме, то атрымаем п судачыненняў 

п
^Ljs(p + 'k)gs(t) = O, j = l,n. (19)
S=1

Левая частка кожнага судачынення (19) ёсць паліном ступені 
к — 1 адносна t, каэфіцыенты якога з’яўляюцца лінейнымі 
аднароднымі функцыямі каэфіцыентаў паліномаў (16). 
Прыраўняўшы да нуля каэфіцыент пры кожнай ступені / у кожным 
з судачыненняў (19), атрымаем сістэму лінейных аднародных 
ураўненняў адносна каэфіцыентаў паліномаў (16). Гэтая сістэма 
будзе эквівалентнай ураўненню (18).

Такім чынам, апісаны метад прыводзіць задачу адшуквання 
рашэнняў віду (15) да рашэння некаторай аднароднай лінейнай 
сістэмы алгебраічных ураўненняў. Адсюль вынікае, што рашэнні 
віду (15) будуць вызначаны на ўсім інтэрвале (-оо;+оо).

Пры адшукванні ўсіх рашэнняў ураўнення (14) карыстаюцца 
наступнай тэарэмай

Тэарэма 3. Няхай дэтэрмінант D(p) сістэмы (13) не пера- 
твараецца тоесна ў нуль і ’кІ,’к2,...,'кт -сукупнасць усіх розных ка- 
ранёў палінома D(p). Тады адвольнае рашэнне х ураўнення (14) 
можна запісаць у выглядзе
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X = х1 +...+хт, 
дзе х' - некаторае рашэнне ўраўнення (14), што адпавядае кораню

Адкуль, у прыватнасці, вынікае, што кожнае рашэнне ўраў- 
нення (14) вызначана для ўсіх значэнняў t.

Прыклад 1. Рашым метадам выключэння сістэму ўраў- 
ненняў

X! +X] +х2 = 0,
X] - X] + х2 + х2 = 0.

Перапішам яе ў сімвалічнай форме 
(р + l)xt + рх2 = 0, 

' (р2-1)х,+(р2 +1)х2=0.

Лёгка бачыць, што дэтэрмінант D(p) роўны р2+2р + 1 і 
мае двукратны корань X = —7. Згодна з тэарэмай 3 рашэнне сістэмы 
будзем ашукваць у выглядзе

х, = (at + Ь)е~', 
х2 - (ct + d)е~‘.

Падстаўляючы ў першае ўраўненне, атрымаем 
a + c-ct-d = 0. Адкуль c = 0,a = d. Тыя ж судачыненні 
атрымліваюцца і пры падстаноўцы ў другое ўраўненне сістэмы. 
Такім чынам, агульнае рашэнне мае выгляд 

х, = (at + b)е~', 

х2 = ае ~'.
дзе a і b -адвольныя пастаянныя.

§ 3. Лінейныя аднародныя нармальныя сістэмы з пастаяннымі 
каэфіцыентамі

Разгледзім сістэму
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дзе х = colon(X]

dx
— = Ax, 
dt

ay,j = l,n

A = l,n

(20)

пастаянная матрыца.

Апішам метады інтэгравання сістэмы (20).
1°. Метад Эйлера.
Па аналогіі з метадам Эйлера для аднаго аднароднага ўраў- 

нення п -га парадку (гл. § 2.5) будзем адшукваць рашэнні сістэмы 
(20) у выглядзе паказальнай функцыі, гэта значыць у выглядзе

хі=Уіе •х2=І2е ......хп=1п^ ’
дзе У і,у 2,--->У „^- пастаянныя лікі, якія патрэбна знайсці, прычым 

хаця бы адзін лік уt ^О, і = 1,п. Пасля падстаноўкі хк у сістэму 

(20) і скарачэння на e*1 * 0 атрымліваем
(ац-^)Уі + аІ2У2+...+аІпуп = 0, 
а2іУі+(^22~^)У2+-+а2пуп=0,

апіУі+аП2У2+...+(ат-\)уп=0.
Сістэма (21) - сістэма п лінейных аднародных алгебраічных 

ураўненняў з п невядомымі У / >У 2 ,--->У п ■ Для таго, каб яна мела 
нетрывіяльнае рашэнне, неабходна і дастаткова, каб яе дэтэрмінант 
быў роўны нулю (гл. [24], глава II, р. 2.6., п. 6°, с. 111):

Роўнасць (22) ёсць ураўненне адносна X, і называюць яе ха- 
рактарыстычным ураўненнем сістэмы (20). Левая яго частка - палі-

ап ^ а12 ^ In

\Л -XF| =
“21 a 22 ~ ^ а2п

= 0. (22)

^пі ап2 апп ~ ^
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ном ступені n адносна X з сапраўднымі каэфіцыентамі, і таму 
ўраўненне мае п каранёў з улікам іх кратнасцяў. Ураўненне (22) 
лічыцца характарыстычным ураўненнем матрыцы A, а яго карані 
\1,\2,...,\п - уласнымі значэннямі гэтай матрыцы (гл. [25], глава 
III, § 7, с. 77). Знайшоўшы Л з (22), для кожнага з X t ,\2,...,\п 
знаходзім адпаведны ўласны вектар у = colon (Уі.У2,---,Уп) 
матрыцы A, вызначаны сістэмай (21).

Такім чынам, функцыі xt = ў^' ,...,хп — y„e'J з’яўляюцца
рашэннямі сістэмы (20) тады і толькі тады, калі лікі У і>У2,...,уп 
з’яўляюцца каардынатамі ўласнага вектара у матрыцы А гэтай сіс-
тэмы, прычым X - адпаведнае ўласнае значэнне матрыцы A .

Разгледзім наступныя выпадкі:
а) Карані \І,\2,...,'кп характарыстычнага ўраўнення 

сапраўдныя і розныя. У гэтым выпадку матрыца А мае п лінейна 
незалежных уласных вектараў (гл. [25], глава III, § 7, с. 77) 
у/,у2,...,у",дзе

J nJ ,
Тады рашэннем сістэмы будуць вектар-функцыі

У^ 7

j = l^-

Функцыі xJ лінейна незалежныя, а значыць утвараюць базіс 
рашэнняў сістэмы (20). Сапраўды, для матрыцы
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УіІ^ Уі2е 2 •" У1пе

X(t)= ^'е ^е - ^-е

{Ini* Уп2^ Yme J
маем \Х(0)\*0, таму што яго слупкі - лінейна незалежныя ўласныя 

вектары. Згодна з формулай Астраградскага-Ліувіля-Якабі (гл. (6)) 
\X(t\^0 для ^t^R. Значыць, па тэарэме 1, вектар-функцыі xJ 

утвараюць базіс рашэнняў, j = 1,п .
Такім чынам, агульнае рашэнне сістэмы лінейных аднарод- 

ных ураўненняў з пастаяннымі каэфіцыентамі ў выпадку сапраўдных 
розных каранёў характарыстычнага ўраўнення мае выгляд

х = C]x1(t) + C2x2(t)+...+Cnxn('t)
або ў каардынатнай форме

*/ =СіТцеХ‘' +СяІ2еХ2,+...+СпчІпе^', 

Х2 = Cj42lex'' +С2у 22^'+■■-+^42»^

Хп = с^е1-' +С2у„2е^'+..лСпуппе^

Прыклад 1. Знайсці агульнае рашэнне сістэмы
dx, dx}
——=7хі+Зх2, —^=6х,+4х2
dt ‘ і dt 7 2

Рашэнне. Характарыстычнае ўраўненне матрыцы сістэмы

мае выгляд
7-\

6
3 

4-Х
= 0, або 77—11)^ + 10 = 0. Яго карані

\І = 1,7^2 = 10 - уласныя лікі матрыцы каэфіцыентаў. Пры к = 1 
ураўненні для вызначэння ўласнага вектара маюць від 
(7 - 1)у t + Зу2 = 0, 6у j + (4 - 1 )у 2 - 0 і прыводзяць да аднаго 
ўраўнення 2у І +у 2 -0. Калі дапусціць у j = 1 ,то у2~~^> гэта
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значыць ураўненнем вызначаецца вектар colon (1,-2) .
Пры Х = 10 атрымліваем ураўненні (7 - 10) у! + Зу 2 - 0, 

6 Уі + (4~ Ю) У2 -0 або Уі ~У2 ~ 0 ■ Гэтае ўраўненне вызначае 
вектар colon (1,1).

Атрымліваем фундаментальную сістэму рашэнняў:
для X = 7: хп - уj е' = е‘, х21 = у2 е' = ~^е'’>
для ~k = 10: х]2 = У ] е,0‘ = eIOt, х22 = У2 е,°' = е,°' •

Агульнае рашэнне сістэмы мае від
І е +С2 е , х2 = -2С, е +С2 е .

б) Карані характарыстычнага ўраўнення ўсе розныя, але 
сярод іх ёсць камплексныя. Дапусцім, што А, = (Х + ф(Д^0) - 
камплексны корань. Калі каэфіцыенты сістэмы - сапраўдныя лікі, то 
спалучаны лік X = а-ф таксама будзе коранем характарыстычнага 
ўраўнення. Гэтым караням (камплексна спалучаным уласным 
значэнням матрыцы А) будуць адпавядаць уласныя вектары з 
камплексна спалучанымі каардынатамі (гл. [19], глава I, § 8, с. 62)

(р,-іЧі)е^>'\ 

(р2-іЧ2)е"^>'

p±iq =
P2

±i
<12

. Значыць, вектары

'(p^iq,)^"' 

(p.+i^fe1^»'

<Pn, ^Чп )
[tp.+iUe""^')

будуць частковымі рашэннямі сістэмы (20).

{(Р.-іЧ.)ё^

Па формулах Эйлера маем
(pk + і qk) е(а+'В' = effaces 01 - qksin $t) + i ^(pk sin^ t + qk cos^ t).
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Вядома, як і ў тэорыі лінейных дыферэнцыяльных ураўненняў (гл. п. 
2.5.2°), калі вектар u(t) + iv(t) - рашэнне лінейнай сістэмы (20) з 
сапраўднымі каэфіцыентамі, то сапраўдная частка рашэння u(t) і 
яго ўяўная частка v(t) таксама будуць лінейна незалежнымі 
рашэннямі гэтай сістэмы.

Такім чынам, пары камплексна спалучаных каранёў X/ ^ = 
= а±ф характарыстычнага ўраўнення адпавядае пара сапраўдных 
рашэнняў

Агульнае рашэнне сістэмы (20) у гэтым выпадку ёсць лінейная кам- 
бінацыя пабудаваных такім чынам сапраўдных рашэнняў.

Прыклад 2. Рашыць сістэму х = 2х-у, ў = х + 2у.

v'(t) =

ea (pi cos Pz - q] sin ^t) 

e™ (P2 cos Pz ~ Ч2 s‘n P^) ^2(t) =

еш (Pi sin 3/ + q/ cos fit^ 

еш (P2 s‘n & + <12 cos P?)
^(PnCosty-^sinty), ,eal(pnsin^t + qncos^t)>

Рашэнне. Характарыстычнае ўраўненне сістэмы
2-Х

1
= \2-4\ + 5 = 0 мае карані \І2 = 2 + і. Знаходзім

уласны вектар, што адпавядае кораню X; = 2+ і. 3 сістэмы
(2-(2 + і))уІ-у2=0, (-іу,-у2=0,

у,+(2-(2 + і))у2 =0 [1і~іі2^0

знаходзім, што У2=ІУ], гэта значыць пры У/=1 уласны вектар
' Y/ '

-Цц

(1 + 0і\

Рашэнне атрымліваем так:

e(2+i,t = e2t (cos t + i sin t) = 
i

^’ (cos t + isin t) 
^e2'(sin t-icos t)t
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e2' cos A / e2' sin t
2t ■ "I" i 2t\e sin t j \-e cos t)

u + iv. Адкуль u = e2t 'cos P 
; sin t ;

v = e2t sin t
-COS t

. Агульнае рашэнне зыходнай сістэмы мае выгляд

\У)
= CjU + C2v = С^2'

(cos t}

< s'n t)

sin t
^-cos t,

, або ў каардынат-

най форме х = C^2' cos t + C2e2' sin t = e2' (C] cos t + C2 sin t), 

y = C/C2' sin t - C2e21 cos t = e2r (Cj sin t - C2 cos t).
Прыклад 3. Знайсці агульнае рашэнне сістэмы ўраўненняў 

х = x-z, ў = х, z = х-у.
Рашэнне. Характарыстычнае ўраўненне мае від

1-Х 0

1 -X

1 1

-1

0 = 0 або (1 -Х)( 1+ Х2 ) = 0. Характарыстычныя

-X
лікі: X] = 1, Х2 3 =+і. Пры Х = 1 для вызначэння ўласнага вектара
атрымліваем сістэму ўраўненняў —у3 =0, у; —у2 =0, yt -у2 -у3 =0. 
Калі дапусціць У/ = 1, то пры у3 = 0,у2 = 1, гэта значыць сістэма 
вызначае ўласны вектар colon (1,1,0). Яму адпавядаюць частковыя

рашэнні X/ =е', У/ =е‘, Zj = 0.
Пры Х2 =і атрымліваем сістэму ўраўненняў 

(1-і)Уі-Уз=°> Уі-'Ч2 = 0, Уі~У2-^з^^-
Гэтая сістэма, калі дапусціць У/=1, вызначае ўласны вектар 

colon (1,-і, 1 - і).
Значэнням Х2 3 = + і адпавядаюць рашэнні

х2 3 = е" = cos t + і sin t, у23 = -іе~" = sin t - і cos t, 

z23 =(l-i)e" = (cos t + sin t) + i(sin t - cos t).
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Аддзяляючы сапраўдныя і ўяўныя часткі, атрымліваем рашэнні 
х2 = Re х2 3 = cos t ',у2 = Rey2 3 = sin t',z2 = Rez23 = cos t + sin t; 
x3 = Imx23 = sint,y3 =Imy23 = -cost,z3 = Imz23 = sin t-cos t. 
Агульнае рашэнне сістэмы запішацца так:

х = CjX] + С2х2 + С3х3 = С]е' + С2 cos t + С3 sin t,

у = С^] + С2у2 + С3у3 = С^' + С2 sin t - С3 cos t,
z = CjZj + C2z2 + C3z3 = C2 (cos t +sin t) + C3(sin t - cos t).

в) Сярод каранёў kj ,X2,...,kn характарыстычнага 
ўраўнення ёсць кратныя. Калі Х7 ёсць характарыстычны лік 
кратнасці k, то яму адпавядаюць рашэнні выгляду

Xj = P,(t)ex',.x2 = P2(t)e^ ,...,хп = Pn(t)e^, (23)
дзе P)(t),P2(t),..., Pn(t) - паліномы ад t ступені не вышэй за к-1, 
якія ў сукупнасці маюць к адвольных каэфіцыентаў, прычым усе 
астатнія каэфіцыенты гэтых паліномаў выражаюцца праз гэтыя к 
адвольныя каэфіцыенты. (Падрабязна гл. доказ у [9], глава VI, § 45, 
с. 183.)

Практыкаванне 1. Даказаць, што Х-кратнаму кораню X/ 
адпавядаюць рашэнні віду (23).

На практыцы пры знаходжанні рашэння, якое адпавядае ха- 
рактарыстычнаму ліку X /, патрэбна адшукваць рашэнне ў выглядзе 
(23), пры гэтым паліномы Pl(t),P2(t),...,Pn(t) лічыць паліномамі 
(к — 1) ступені з нявызначанымі каэфіцыентамі. Падстаўляючы (23) 
у (20) і параўноўваючы каэфіцыенты пры аднолькавых ступенях t 
злева і справа, неабходна выразіць усе каэфіцыенты праз к з іх, якія 
застаюцца адвольнымі.

Дапусціўшы па чарзе адзін з адвольных каэфіцыентаў роў- 
ным адзінцы, а астатнія роўнымі нулю, атрымаем к лінейна 
незалежных рашэнняў, што адпавядаюць Х;. Калі X; - сапраўдны 
характарыстычны лік, то атрыманыя к лінейна незалежныя рашэнні 
будуць сапраўднымі. Калі ж сістэма (20) мае камплексны 
характарыстычны лік а + ф кратнасці к, то яна мае спалучаны 
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характарыстычны лік а-ф той жа кратнасці. Атрымаўшы к 
лінейна незалежных камплексных рашэнняў, што адпавядаюць 
характарыстычнаму ліку а + ф, і аддзяліўшы ў іх сапраўдныя і 
ўяўныя часткі, атрымаем 2k сапраўдных лінейна незалежных 
частковых рашэнняў. Усе атрыманыя такім чынам лінейна 
незалежныя рашэнні ў сукупнасці ўтвараюць фундаментальную 
сістэму рашэнняў. Узяўшы лінейныя камбінацыі рашэнняў гэтай 
фундаментальнай сістэмы па слупках з аднымі і тымі ж адвольнымі 
пастаяннымі С],С2,...,Сп, атрымаем агульнае рашэнне сістэмы (20).

Прыклад 4. Праінтэграваць сістэму х = 5х-у, ў = х + Зу.

Рашэнне. Характарыстычнае ўраўненне
5-1

1

-1

3-\
= 0,

або (5-Ў)(3-\) +1 = 0,7с -8Ў +16 = 0 , мае карані к.] 2 = 4. Як 
было сказана вышэй, кораню кратнасці k адпавядае рашэнне 
x(t) = Pk_t(t)^ , дзе Pk_] (t) - паліном ступені, на адзінку меншай 
за кратнасць. Такім чынам, двухкратнаму кораню к = 4 адпавядае 
рашэнне х = е4‘ (a ,t + a2),y = е4‘ (b)t +b2).

Прадыферэнцуем х і у, атрымаем х^а^4' +4(aIt + a2)e4‘, 

ў = Ь]е4' +4(bjt+b2)e4t. Значэнні х,у,х,ў падставім у зыходную 

сістэму. Пасля скарачэння на е4' будзем мець
aj +4(a!t+a2) = 5(a,t + а2)~ (b]t+b2), 
b, + 4(bjt + b2 ) = a2t + a2 + 3(b,t + b2).

Параўноўваючы каэфіцыенты пры t i свабодныя члены, атрымлі- 
ваем сістэмы ўраўненняў:

аі +4а2 = 5а2 -Ь2,
bj + ^Ь2 = а2 + ЗЬ2.

4aj = 5а, -bj, 

4b! = at +3bj,
Адкуль вынікае, што at =bh а2 -Ь2 = й] = bj. Дапускаючы, што
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a]=C], a2 = C2(Clt C2 - адвольныя пастаянныя), знаходзім
bj=C/, ^q-C/.Адкуль x=e4‘(CIt+C2), y-e4t(C, t + C2-C,).

У якасці лінейна незалежных частковых рашэнняў, што 
адпавядаюць характарыстычнаму ліку 'кІ='к2=4, можна ўзяць 
х2 = te4', х2 = е', у! = (t — 1)е4‘, у2 = е4'. Адзначым, што зада- 
дзеная сістэма прасцей рашаецца метадам выключэння (гл. § 2).

Заўвага 1. Калі для кораня Х; кратнасці к ёсць толькі т лі- 
нейна незалежных уласных вектараў і т< к, тады рашэнне, што 
адпавядае гэтаму X7, можна адшукваць у выглядзе здабытку 
палінома ступені к-т на еК'‘, гэта значыць у выглядзе 
X] =(a+bt+...+dtk~m)ех'', ... , хп= (р +qt+...+stk~m)ех'. дзе 
a,b,...,s -пастаянныя, прычым к з іхадвольныя.

Прыклад 5. Рашыць сістэму х = 2х-y-z, ў = 2х-y-2z, 
z = 2z - х + у.

Рашэнне. Характарыстычнае ўраўненне
2-Х -1 -1

2

-1

-7-Х
1 2-\

— 0 мае карані ХІ23 = 1. Вызначым коль-

касць лінейна незалежных уласных вектараў, што адпавядаюць 
трохкратнаму кораню X = 7. Пры X = 7 атрымліваем матрыцу

2 -2 -2 • ^е парадак п = 3, ранг r = 1. Колькасць лінейна

{-11 1 )
незалежных уласных вектараў роўна т=п-г=3-1=2. Калі для 
кораня X = 7, к = 3, то к <т і рашэнне патрэбна адшукваць у вы-

глядзе здабытку палінома ступені k-tn = 1 на е', гэта значыць у 
выглядзе x^faj+bjtJe1 ,y = (a2+b2t)e' ,z = (a3+b3t)e‘. Для зна-
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ходжання каэфіцыентаў аІ,...,Ь3 падстаўляем гэтыя выразы для 
x,y,z у дадзеную сістэму і параўноўваем каэфіцыенты пры падоб- 
ных членах (гл. прыклад 5). Канчаткова агульнае рашэнне будзе 
мець выгляд x = (Cj + С3 t)e',y = (C2 +2 С3 t)e’,

z = (Cj — С2~С3 — C3t)e .
2°. Рашэнне з дапамогай матрыц.
I. Выпадак крапіных каранёў.
Прывядзём спачатку некаторыя звесткі з тэорыі матрыц 

(гл. [25]).
Прасцейшая форма, да якой прыводзіцца адвольная квадрат- 

ная матрыца, ёсць так званая жарданава нармальная форма (гл. [25], 
глава VI, § 6, с. 141).

Матрыца віду
(к 1 0 ■ ■ 0'

0 X 1 ■ ■ 0

.7 =
0 0 0 • ■ 1

.0 0 0 ■

(24)

называецца жарданавай клеткай.
Матрыца (24) мае адзінае ўласнае значэнне X кратнасці k, 

дзе k - парадак матрыцы. Рашыўшы сістэму J х — Х х, гэта
значыць, X Xj + х2 = k. х^к. х2 + х3 = X х2,...,\ хп = Х хп, 
знойдзем яе ўласныя вектары. Будзем мець, х2 = х3 =... = хп = 0, х3 
- любое. Адкуль заключаем, што матрыца J мае адзіны (з 
дакладнасцю да множніка) уласны вектар у = colon(l,0,...,0) (усе 
вектары - слупкі). Для астатніх базісных вектараў

у2 = colon (0,1,0.....0),..., yk = colon (0,...,0,1,0, ...,0)
k

маем Jy' -'ку' ,J у2 = Ху2 + у' ,...,Jyk = X уА + ук~І.

Набор вектараў \hl,...,hk\ будзем называць жарданавым
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ланцужком матрыцы А (гл. [25], глава VII, § 7, с. 176), калі 
Ah' =Xh' ,Ah2 =kh2 +h'...... Ahk = Xhk +hk~‘

Вектар h1 - уласны, вектары h2,...,hk называюцца далучанымі.

Такім чынам, вектары у' ,...,ук утвараюць жарданаў ланцу-
жок жарданавай клеткі J.

Вядома (гл. [25], глава VII, § 7, с. 177), што адвольная мат- 
рыца А заўсёды падобна матрыцы J, якая мае нармальную жарда- 
наву форму, гэта значыць для адвольнай матрыцы А заўсёды існуе 
такая нявыраджаная матрыца Т [\Т \ * 0), што А = Т J T'1, дзе

0 ^

, a Jj,J2,...,Js- жарданавыя клеткі парадкаў

\к- уласныя значэнні матрыцы A . Прычым Т 1 - адваротная да Т

ік ~ |У| ’ Дзе 1ік “ адпаведны элемент матрыцы Т , а Ткі - 

алгебраічныя дапаўненні элемента tjk у матрыцы Т). Нармальная 
жарданава форма матрыцы А вызначаецца адзіным чынам з 
дакладнасцю да перастаноўкі жарданавых клетак.

Узнікае цяпер пытанне, як для дадзенай матрыцы A 
пабудаваць яе жарданаву нармальную форму.

Вядома, што парадак ks жарданавай клеткі Js роўны ступені 
так званага элементарнага дзельніка (\ - \s)ks, які адпавядае кора-
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ню Xs. Калі некатораму кораню адпавядае некалькі элементарных 
дзельнікаў , то і адпаведная колькасць клетак у жарданавай форме 
мае на галоўнай дыяганалі адзін і той жа элемент. У найбольш 
простым выпадку, калі ўсе элементарныя дзельнікі першай ступені 
(так будзе, у прыватнасці, калі ўсе карані характарыстычнага 
ўраўнення розныя), усе клеткі маюць першы парадак, гэта значыць 
матрыца J будзе мець дыяганальны выгляд. (Аб тым, як 
знаходзяцца элементарныя дзельнікі пры кратных каранях 
характарыстычнага ўраўнення, можна прачытаць у [9], глава VI, 
§ 44, с. 180 або ў [25], глава VI, § 3, с. 133.)

У тым выпадку, калі матрыца А сярод уласных лікаў мае 
камплексны, будуецца так званая яе сапраўдная жарданава форма 
(гл. [27], глава IV, § 3, с. 101), сярод клетак якой ёсць такія клеткі 
Jk, што адпавядаюць камплексным уласным лікам \к. У 
прыватнасці, у выпадку простых камплексных лікаў кк гэтыя клеткі

маюць выгляд
'Re\k

Jm^k

- Im X^

Re^k >
Прыменім прыведзеныя

вышэй звесткі да інтэгравання сістэмы (20).
Разгледзім спачатку сістэму з к ураўненняў 

dy t

дзе J - жарданава клетка віду (24).
У разгорнутым выглядзе сістэма (25) запішацца

(25)

dt 
dy2 
dt

- ^ У\+ Уі^

= A j2 + у3,

dt 
dyk 
dt

= * Уы + Ук .

= *■ Ук-
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Вырашым гэтую сістэму «знізу ўверх». 3 апошняга ўраўнення маем 
ук = Ске^ . Падставіўшы ва ўраўненне, змешчанае перад апошнім, 
атрымаем yk_j - \ук_І = Ске^, адкуль (гл. формулу (2.4.19))

Ук-і = Ск-і^ + Ckte^ .

Аналагічна атрымліваем
t2

Ук-2 =(Ск-2 +tCk-l + ~^к)е''' ’

Такім чынам, усякае рашэнне сістэмы (25) будзе задавацца форму- 
лай у = С^1 + С2у‘+...+Скук, дзе СІ,С2, --,Ск - адвольныя

пастаянныя, а рашэнні у1 маюць выгляд 
/=^,/=^[*-’^/.'1.....

у^е^ ^ +—^ і+ л——у
(26)

Вяртаючыся цяпер да сістэмы (20), сфармулюем тэарэму, 
якая дасць рашэнне гэтай сістэмы ў агульным выпадку.

Тэарэма 4. Для адвольнай квадратнай матрыцы А парадку 
п існуе базіс h1 ,...,hn, які складаецца з жарданавых ланцужкоў 

{h1 ,...,hkl], [hk'+I hkl^\ [hkl+-+k^+l,...,hn], што адпа- 

вядаюць уласным значэнням ’kl,\2,...,’ks матрыцы Л. Прычым, для
кожнага такога ланцужка існуе сістэма рашэнняў, так што рашэнні 
сістэмы (20) запісваюцца
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Х^' =1^+1^

хк^ = _f----- hk,+l+ +hk,+k2 еК2,
[(к2~1)! /

xk,+...+ks_i+l _ kl+..+ts-i+l ^t

( t^1
^L—}lki+~-kks.i+l 

Vks-D!
+...+hn e^

Пры гэтым формула
x = C^1 +...+Cnxn, (28)

дзе CI,...,Cn - канстанты, заўсёды дае рашэнне сістэмы (20) і кож-
нае рашэнне сістэмы (20) апісваецца формулай (28).

Заўвага 2. Аналізуючы сказанае вышэй, адзначым, што 
сістэма (20) пасля падстаноўкі х = Ту (матрыца Т прыводзіць
матрыцу A

dy__ Jj
dt “

да жарданавай нармальнай формы) прыме выгляд

у. Апошняя сістэма распадаецца на s асобных

падсістэм віду (25).
Заўвага 3. Рашэнні сістэмы (20), згодна з тэарэмай 4, можна 

знаходзіць так:
а) па кожнаму жарданаваму ланцужку [h1,...,^^ матрыцы А бу-

дуем набор рашэнняў х1 ,...,хк па формуле (27). Калі гэты ланцужок
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адпавядае камплекснаму Л, то па правілу, прыведзенаму раней, бу- 
дуецца набор сапраўдных рашэнняў сістэмы (20), які адпавядае Л і

б) запісваем лінейную камбінацыю ўсіх пабудаваных рашэнняў з 
адвольнымі пастаяннымі па формуле (28).

Прыклад 6. Рашыць сістэму х2 = Зх, - х2, х2 = 4xj — х2.
Рашэнне. Уласныя лікі матрыцы А гэтай сістэмы роўны 

^ / =^2 ~ ^ ■ Уласны вектар вызначым з сістэмы Ах = х, гэта зна- 
чыць 3xt -х2 =х2, 4х{ — х2—х2, адкуль вынікае 2хІ = х2 і ўласны 
вектар толькі адзін (з дакладнасцю да множніка): h1 = colon (1,2).

Таму будзем мець далучаны вектар h2, які вызначаецца з сістэмы 
Ah2 =h2 +hl. Для кампанент х; і х2 вектара h2 атрымліваем 
сістэму ЗхІ-х2 = хІ + 1, 4х/-х2 = х2+2 або 2хІ-х2=1, 

4xj - 2х2 = 2. Таму вектар h2 можна ўзяць у выглядзе colon (0,-1).
Па формуле (27) будуем рашэнні

і ўсякае рашэнне сістэмы мае від

+ С2
' ( ' 

^-1,
або ў каардынатнай форме

Хі = е'(С! + C2t), х2 = e'(2Cj + C2(2t -1)).
II. Агульны матрычны метад.
Гэты метад заснаваны на непасрэдным знаходжанні фунда- 

ментальнай матрыцы сістэмы.
Каб знайсці фундаментальную матрыцу сістэмы, неабходна 

ведаць уласцівасці экспаненцыяльнай функцыі матрыцы A, менавіта 
еА . Прывядзём іх (гл. [27], § 4, глава IV, с. 101).
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Экспанентай еА (выкарыстоўваюць яшчэ абазначэнне 
exp ( А)) матрыцы А называюць суму рада

А def A А~ A3 
еА = Е+ — +----+ —

1! 2! 3!
(29)

дзе Е - адзінкавая матрыца. (Аб збежнасці матрычнага рада гл. [25], 
глава V, § 4, с. 107.) Матрычная экспанента валодае наступнымі 
ўласцівасцямі:

а) калі AB = ВА, то еА+в = еА ■ ев = ев ■ еА ‘,
б) калі A = Т-1 • JT ,то еА = Т~' eJ -Т.
Тэарэма 5. Матрыца еА' з’яўляецца фундаментальнай мат- 

рыцай сістэмы (20).
Адсюль вынікае, што рашэннех(t) сістэмы (20), што зада- 

вальняе ўмове х(0) = х°, вызначаецца выразам x(t) = еАіх° . Бу-
At Aдзем адшукваць матрыцу е метадам прывядзення матрыцы А да 

жарданавай формы. Прадставім А у выглядзе A = Т1 JАТ, дзе Ja ~
жарданава форма матрыцы A , таму што eAt = Т 'e^'T.

Калі J - клетка Жардана, гэта значыць
(Е 1 0 ■■■ 0}

X 1 0
, то, запісаўшы J у выглядзе J = EE +1 ,

• Jt I tзнаходзім, што е = е е , бо

(ЕЕ )■ J = J■ (EE). Матрыцу е 11 лёгка знайсці пры дапамозе рада
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(29) . Паколькі Iг = 0, дзе г - памер клеткі J, значыць у радзе (29) 
не роўныя нулю толькі першыя г членаў.

Складзём з клетак eJ'' квазідыяганальную матрыцу ejA> і з 
дапамогай уласцівасці б) знойдзем матрыцу ел‘.

Прыклад 7. Вылічыць матрыцу еАі, калі А =

Рашэнне. 3 ураўнення
3-к

= 0,або ^ -4\ +4 = 0

знаходзім уласныя лікі дадзенай матрыцы Х7=к2=2.У сілу таго,

што ранг матрыцы A - ХЕ =
-1 1-2 -1

роўны 1,

то жарданава матрыца А мае від J= . Матрыцу Т =
' a Ь^ 

с d,

такую, што А = Т 1JT, вызначым з роўнасці

Для 
ўраўненняў

'а Ь\ 3 Г

^с d\-l 1) 
знаходжання a,b,c,d

,0 2)[с d)'
атрымліваем лінейную сістэму

3a-b = 2a + c,a+b = 2b + d,3c-d = 2c, c + d = 2d
або a-b-c = 0,c-d = 0. Адным з рашэнняў сістэмы з’яўляецца

a = 3, b = 2, с = 1, d = 1. Такім чынам, Т = . Адваротная да

яе матрыца мае выгляд Т 1 =

запішацца так:
-1 1 -1

3

-2У 2

3 0

. Роўнасць A - Т 1JT

2 7 1 '
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Калі eJt = е2'
A

е At

0

\t + l)e2‘ 

< “ te2‘ (l-t)e2‘)

Прыклад 8. Рашыць сістэму ўраўненняў
dx,
—— = -2х, -2х2, 
dt ‘
dx2
— = 4х7 + 4х2.

I dt
Рашэнне. 3 характарыстычнага ўраўнення

-2
4-Х

знаходзім, што ўласнымі лікамі матрыцы
-2-\

4

рыцу Т =

-2^

4 >
з’яўляюцца X; = 0, Х2 = 2. Знойдзем такую мат-

a b\ ^a
7 , каб 
d) Іс

ьу-2
dk4

-2\ f0 ON a
4 J\0 ^кс

b' 

d.
Пера-

множыўшы матрыцы ў абедзвюх частках роўнасці, атрымаем сістэму 
ўраўненняў для знаходжання a,b,c,d'- —a + 2b = 0, —c + d=0.
Гэта сістэма алгебраічных ураўненняў мае, напрыклад, рашэнне

a = 2,b = 1, с = 1, d = 1. Таму
-г

2 ,
Улічваючы роўнасць А-Т 1JT, знаходзім

° Y2
^А^
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1 -е

-1 2е2'
2-е2' 1-е2‘

-2 + 2е2' -1 + 2е2'
. Такім чынам, лю-

бое рашэнне, што задавальняе ўмове х(0) = х°, запішацца

x(t) =
2-е2' 1-е2‘

-2 + 2е2' -1 + 2е2',
о

Прыклад 9. Вылічыць матрыцу еА', калі A =

Рашэнне. Запішам матрыцу А у выглядзе

Е =
( 0

0 1 0 '
Паколькі матрыца

а р

-₽ а/

A = Olf + р/ , дзе

CtE камутуе з

aEt 1 •е . У сілу таго, што aEt atEе = е , маемматрыцай р/ ,то еА = е

еА' = е“ -e1^. Знойдзем матрыцу е11. Па азначэнню матрычнай

экспаненты запішам е
2!

. Вылічым матрыцы

1к (к = 2,3,...).

2 ' 0 0 >

73 2

4 з

ок-1 0/ \

0Y 0

0

I 0 

'0

0

Лёгка бачыць, што I 2к = (-1 )к Е, I 2к+1

0

0 0
0

0 ’

= (-1)кІ, к = 0,1,2.....

~ t2 ~ t2 t2
Таму е11 = E + It-E — -I — + E —-+.

2! 3! 4! 0 1\-1 0
t-

Ш



0

o^t2

12! -1

e^1'

‘1
2!+ 4!'

' 3! 5!

cos 0/

0)3!

t3

0 14!

t5

3! 5!

2!+ 4!

cos t
L - sin t

sin t

cos t
. Тады

sin 0/л
- sin 0/ cos ^t

. Такім чынам,

At _ й7 I _ e = e e =
еш cos 0/ еш sin fit 
- еш sin 0r еш cos 0/

Прыклад 10. Знайсці рашэнне сістэмы ўраўненняў
X) = 6X] + 5х2, 
х2 = -10хІ -8х2, 

якое задавальняе пачатковай умове Xj(0) = 0, х2(0) = 1.
Рашэнне. Уласныя лікі матрыцы знаходзім з ураўнення

6-Х 5
-10 -8-Х

= 0, X2 + 2X + 2 = 0. Будзем мець Xj 2 =-1±i. Лікі

X; 2 камплексныя, значыць сапраўдная жарданава форма матрыцы

А мае від J =

знаходзім з роўнасці
a

Матрыцу

^ Y 6
dl-10

Т=
a tX 

с d,

-8

, для якой A = Т ' JT,

-1 lYa b\
-1 -lie d

роўнасць эквівалентна сістэме ўраўненняў 
'7а-10Ь = с, 

5a-7b = d.
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Адным з рашэнняў атрыманай сістэмы будзе a = 3, b = 2,c = l,d = l.

Таму Т = Аналагічна прыкладу 8 падлі-

Jt чым, што е =
е 1 cost

^-е"1 sin t
е 1 

е~'

sin t ' 

cost,
. Таму

~2У е 1 cos t е ' sint(3 

3 Д-е~' sin t е~' cos t\l

'cos t + 7 sin t 5 sin t л

4 -10 sin t cos t-7sin t.

x(t) = eAt x° = e 1

Такім чынам, шуканае рашэнне
'cos t + 7 sin t 5 sin t ¥ O'

-10 sin t cos t - 7 sin t 1
( 5 sin t

^cos t - 7sin t j 
Прыклад 11. Знайсці рашэнне сістэмы 

х, = -Зхі+4х2, 
*2 = ~Х1 + х2' 

якое задавальняе ўмове xt(0) = 1, х2(0) = 0.
Рашэнне. Уласныя лікі матрыцы А знаходзім з ураўнення

-3-Х 4
-1 1-Х

= 0,Х2 +2Х + 1 = 0, гэта значыць X/ = Х7 = -1.

Ранг матрыцы A - Х]Е =
4 \ '-2 4'

2,
роўны 1, таму

жарданава форма матрыцы А ёсць J-
[0 -I,

. Матрыца Т =
a Ь' 

d ’
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якая задавальняе роўнасці А = Т 1JT, вызначаецца

'а 6Y-3 ^ (~1 1\а 
< с d\-l 1} ( 0 ~1\с

Ь'
Апошняя роўнасць

так:

экві-

валентная сістэме алгебраічных ураўненняў 2а + Ь + с = 0, 
2c + d = 0. Адным з рашэнняў гэтай сістэмы ўраўненняў з’яўляецца

а =-1, b = 1, с = 1, d = -2, таму Т =

Такім чынам, еА'
(-2

е = е
[0 1 ’

1 -2
, Т'1

1 -2

канчаткова атрымліваем

. Паколькі

еА,=
-1

-2е

- е

0 е 1

-e~,(l + 2t)Y-l 

— e r (1 +1) l 1

-2

-2
(l-2t)e~‘ 4te~‘

te~' (l + t)e
Рашэнне зыходнай задачы запішацца так:

x(t) =
(l-2t)e~‘ 4te~'

te-' (l + t)e~‘ 0
(l-2t)e 

te~'

або Xi = (1 - 2t)e 1 ,x2 =te 1.

§ 4. Лінейныя неаднародныя сістэмы

Разгледзім лінейную неаднародную сістэму

■37 = Zaij(t)Xj + fi(O> і = 1,п, (30)
at j=i
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або ў вектарным запісе

— =A(t)x + f(t), 
at

дзе t е I ~ (a;b\ f = colon (fl,f2,...,fn') - вектар-функцыя з не- 

парыўнымі на I кампанентамі, х і A(t) вызначаны ў § 1.
Тэарэма 6 (аб структуры агульнага рашэння лінейнай 

неаднароднай сістэмы дыферэнцыяльных ураўненняў). Любое 
рашэнне сістэмы (30) уяўляе суму некаторага частковага рашэння х’ 
гэтай сістэмы і некаторага рашэння адпаведнай аднароднай сістэмы 
х = A(t)х, і наадварот, сума некаторага частковага рашэння х* 
неаднароднай сістэмы і любога рашэння адпаведнай ёй аднароднай 
сістэмы з’яўляецца рашэннем сістэмы (30).

Такім чынам, агульнае рашэнне сістэмы (30) мае выгляд 
х = х* + Qx1 + С2х2 +...+Спхп, дзе х1 ,х2 ,...,хп - фундаменталь- 
ная сістэма рашэнняў адпаведнай аднароднай сістэмы.

Доказ гэтай тэарэмы праводзіцца па той жа схеме, што і до- 
каз тэарэмы 2.3. аб структуры агульнага рашэння лінейнага неадна- 
роднага дыферэнцыяльнага ўраўнення.

Практыкаванне 1. Правесці самастойна падрабязны доказ 
тэарэмы 6.

Адзначым, што для сістэмы х = A(t)x + f1 (t)+...+fk (t) 
мае месца прынцып суперпазіцыі частковых рашэнняў, у адпавед- 
насці з якім частковае рашэнне гэтай сістэмы адшукваецца ў вы- 

к
глядзе х* =^х‘* , дзе х'* - частковае рашэнне сістэмы 

І=1
х = A(t)x + f'(t) (гл. § 2.3).

Сістэму лінейных неаднародных ураўненняў можна рашаць 
шляхам прывядзення яе да аднаго ўраўнення п -га парадку метадам 
выключэння, метадам інтэгравальных камбінацый або метадам 
варыяцыі адвольных пастаянных. Апошні з названых метадаў
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прымяняецца ў тым выпадку, калі ўдаецца рашыць адпаведную 
аднародную сістэму ўраўненняў х = A(t)x. Няхай базіс рашэнняў 
гэтай сістэмы вядомы і х = X(t) - С, дзе С - вектар-слупок 
адвольных пастаянных С],С2,..-,Сп - ёсць яе агульнае рашэнне.

Замяняючы Ct на C,(t), падбярэм вектар-функцыю С(t) 
так, каб выраз x = X(t)-C(t) даваў агульнае рашэнне 
неаднароднай сістэмы. Прадыферэнцуем х і падставім х іх у (30). 
Атрымаем X(t)C(t) + X(t)C(t) = A(t)X(t)C(t) + f (t) або з 
улікам, што X(t) - фундаментальная матрыца адпаведнай 
аднароднай сістэмы, X(t)C(t) = f(t). Адкуль C(t) = Х~'(t)f (t) 

(X^Ct) - адваротная матрыца X(t) будзе існаваць, таму што 
слупкамі апошняй з’яўляюцца лінейна незалежныя вектар-функцыі і 

t
\X(t^*0). Будзем мець C(t) = ^ Х~'(x)f (x)dx + C, дзе С -

адвольны вектар-слупок, t0 е I.
Падстаўляючы цяпер знойдзеную C(t) у выраз 

x = X(t)C(t), атрымаем агульнае рашэнне зыходнай сістэмы ў 
выглядзе

x(t) = X(t )\ Х~' (х )f(x)dx + X(t )С. (31)

'о
Пакажам, што формула (31) змяшчае ўсе рашэнні сістэмы 

(30) на інтэрвале I. Няхай x = x(t)~ любое рашэнне разглядаемай 
сістэмы. Выберам t0 е I , і няхай x(t0 ) = х°. Пакажам, што рашэн- 
не, зададзенае формулай (31), пры адпаведным выбары С будзе 
задавальняць такім жа пачатковым умовам. Падставіўшы дадзеныя 
пачатковыя ўмовы ў (31), будзем мець х° = X(t0)C. У сілу
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таго, што X(t) - фундаментальная матрыца, адназначна знаходзім 
С = Х~' (t0)x°. Пры такім выбары С рашэнне (31) будзе супадаць з 
выбраным рашэннем x = x(t). Адсюль вынікае, што рашэнне 
сістэмы (30) з пачатковай умовай x(t0) = х° (задачы Кашы) можна 
запісаць у выглядзе

x(t)= X(t)X-'(t0)x° + X(t)\ Х~'(t)f(t)dt ■ (ЗГ) 

‘о
Заўвага 1. Аб азначэнні вытворнай і інтэграла ад матрычнай 

функцыі можна прачытаць у [25], глава V, § 6, с. 116, 118.
Прыклад 1. Рашыць сістэму ўраўненняў 

dx У , dy х 
— = x + ~ + t ch t, — = — + y + tsht. 
dt t dtt

Рашэнне. Складзём пачленна два ўраўненні, атрымаем лі- 
нейнае ўраўненне з невядомай функцыяй х + у:

d Г Л
^(x + y) = ^ + ~j(x + y) + te .

Рашэнне адпаведнага аднароднага ўраўнення ёсць 
x + y = Cjte'. Рашэнне неаднароднага ўраўнення адшукваем у 

выглядзе х + у = C](t)te'. Функцыю С/^^ызначаем з роўнасці 
t dCj , 

te —— = te , гэта значыць C,(t) = t + С,. Такім чынам, 
dt 7 7

х + у = С^е’+t2 е‘. Адымаючы пачленна з першага ўраўнення 
дадзенай сістэмы другое, маем

d ( 1}
~Т(Х-У) = \ 7“Т (x~y) + te . dt \ t Jtj

Адкуль знаходзім x-y = C2te 1 +t2e '. Улічваючы атрыма- 
ныя вынікі, будзем мець
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х = —(СІе‘ +С2е ' ) + t2ch t, y = —(CIe‘ -C2e ‘ ) + t2sh t.

Прыклад 2. Рашыць сістэму ўраўненняў 
dx ■> dy

t—--x + yt, r — = -2x + yt (t^O). 
at at

x dx
Рашэнне. 3 першага ўраўнення знаходзім у—~+~- Адкуль 

t at

dy х 1 dx d2x . dy
— = — — + y ■ Падстаўляючы гэтыя выразы для у і — у

2 d2x dx dx
другое ўраўненне, атрымаем t‘ —~^ + t — — x = —2х + x + t — або 

dr dt dt
2 d2x

t —y = 0. У сілу таго, што t ^ 0, з апошняга ўраўнення маем 
dr

d2x „
—— = 0 і пасля інтэгравання атрымаем х = C] + C2t. Значыць, 
dt

х dx Cj + C2t C]
y = ~t+~dt=-----1~ ^2 ~ ^2^  ̂■ Агульнае рашэнне

С1
дадзенай сістэмы х = С/ + C2t, у = — + 2С2.

§ 5. Метады інтэгравання лінейных неаднародных сістэм з 
пастаяннымі каэфіцыентамі

1°. Метад выключэння. Прыменім метад, апісаны ў § 2, да 
разглядаемай сістэмы (30) з пастаяннай матрыцай A.

Прыклад 1. Рашыць сістэму
1 7 5 5. 1 1 1

Х' =~6Х,+'бХ2~6Хз+1е х^~2Х/~2Х2 + 2Хз''
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12 1 1 .
Хз ~ зх'~ зХг + зХз + зе '

1 .
Рашэнне. Дыферэнцуем па t першае ўраўненне: xt = ~Х/ + 

6
7 5 5 ,

+ ~х2 -~Xj + —е • Пасля замены ў гэтым ураўненні х, і х3 іх 
6 6 3

выразамі з другога і трэцяга ўраўненняў сістэмы будзем мець
ЗбХ] = 6х, - ЗІХ] - х2 +11х3 + 50е'. (32)

Атрыманае ўраўненне прадыферэнцуем па t : 36х\ = бх/ - З1х3 +

-х2 + 11х3 +50е/,адкуль

216'х/ = Збх, - 186х, + 25х/ -41х2 + 19х3 + 322е‘. (33) 
3 першага ўраўнення сістэмы і ўраўнення (32) знаходзім х2 і х3 
праз t,xI,xl,xl'.

5 1
х2 = —X] + ^Х/ + 25хІ -5е ,

7 1 ,х, = —х,-—хІ + Зх, - 5е . 
*22

(34)

Падставім х2 і х5 ва ўраўненне (33) і атрымаем адносна Xj ураў-
ненне трэцяга парадку з пастаяннымі каэфіцыентамі і спецыяльнай 
правай часткай х; + Х] = 2е'.

Агульнае рашэнне гэтага ўраўнення мае від (гл. § 2.6) х, = 

= Cj + С2 cos t + С3 sin t + е'. Падставіўшы хІ,хІ,Хі у роўнасці 
(34), знаходзім

1 1
х2 = 2C] +~(С3 - С2)cos t-—(C3+ C2)sin t,

1 1
x3 = 3CI -~(C2 + C3)cos / + yfCi _ C3)sin t + e.

2° . Метад варыяііыі адвольных пастаянных. Прыменім метад,
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апісаны ў папярэднім параграфе, да сістэмы (30), у якой матрыца 
A(t)^A .

dx dy 1
Прыклад 2. Рашыць сістэму — = у, ~ = -х +------ .

dt dt cost
Рашэнне. Агульнае рашэнне адпаведнай аднароднай сістэмы 

dx dy
— =у—=—х мае выгляд x = CIcost+C->sint, y = -C] sin t+C2 cost 
dt dt
(гл. § 2). Рашэнне зыходнай сістэмы будзем адшукваць у выглядзе 
x = Cj(t)cos t + C2(t)sint, y = -C!(t)sint + C2(t)cost. Прады- 
ферэнцаваўшы х, у і падставіўшы ўсе выразы ў зыходную сістэму, 
будзем мець наступныя ўраўненні для вызначэння C](t) і C2(t)'.

C](t)cos t + C2(t)sin t = 0,
1

-C,(t)sin t + C2(t)cos t =------ ,
cos t

sin t
адкуль C,=------- , C2(t) = l. Праінтэграваўшы, атрымаем

cos t
C\(t) = lr\cost\JrCl,C2(t) = t + C2

i, значыць,
x = C, cos t + C2 sin t + cos t ■ ln\cos /| +1 sin t,

У = —C] sin t + C2 cos t - sin t ■ ln\cos t\ + t cos t.

3° . Метад нявызначаных каэфіцыентаў. Гэты метад прымя- 
няецца ў тым выпадку, калі функцыі f/t) складаюцца з сумаў і 

здабыткаў функцый b0 +bIt+...+bmtm, еш, cos fit, sin fit.
Калі fi(t) = ea‘l\Pni(t)cosfiit + Qmi(t)sinfiA^, to частковае 

рашэнне лінейнай неаднароднай сістэмы адшукваецца па тых жа 
правілах, што і для аднаго лінейнага ўраўнення з пастаяннымі каэфі-
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цыентамі (гл. § 2.6) са зменамі, якія вызначаюцца наступнай тэарэ- 
май

Тэарэма 7. Частковае рашэнне сістэмы

дзе A =
ajtj = l,n

< і=і^ ;

х = Ах+ Pm(t)e^,

^т(О~ п -вектарны паліном ступені т,\\.—

камплексны лік, мае выгляд
^'^Q^«)cv.

прычым Qm+k(t)~ вектарны паліном з кампанентамі ступені, не 
большай за т + к, а лік к супадае з кратнасцю Ц, калі ц з’яўляец- 
ца коранем характарыстычнага ўраўнення (22) і к = 0, калі ц не ко- 
рань ураўнення (22).

Невядомыя каэфіцыенты паліномаў Q‘m+k(t) (кампанент 
Qm+kO)) вызначаюцца шляхам падстаноўкі і параўнання 
каэфіцыентаў падобных членаў, а сапраўдныя рашэнні выдзяляюцца 
па той жа схеме, што і раней.

Прыклад 3. Рашыць сістэму ўраўненняў 
dx , dy

— = 2х+у + 2е, — = х + 2у-3е4 . 
dt ' dt

Рашэнне. Знаходзім карані характарыстычнага ўраўнення

адпаведнай аднароднай сістэмы
2-\

1
1 

2-Х
= 0 або X' - 4\ +

+ 3 = 0; X] = І,)^ = 3. Агульнае рашэнне аднароднай сістэмы 
ёсць х = Q е'+ С2 е3<, у =-C] е'+ С2 е3'. Паколькі Ц = / 
з’яўляецца коранем характарыстычнага ўраўнення аднароднай 
сістэмы, а ]1 = 4 не з’яўляецца коранем гэтага ўраўнення, то 
частковае рашэнне, згодна з тэарэмай 7, будзем адшукваць у 
выглядзе
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x*=(A,+ A2t)e‘ + A3e4', y* = (Bj + B2t)e‘ + B3e4‘. 
Падстаўляючы гэтыя выразы ў дадзеную сістэму, атрымліваем 
ураўненні для вызначэння невядомых каэфіцыентаў Ait В,,і = 1,2,3: 
— A] + А2 — B] — 2, A] + Bj — B2 = 0, A2 + B2 = 0,2 A3 ~ B3 = 0, 
2B3 — A3 = 0. 3 гэтых ураўненняў знаходзім A] =0, A2 =1, A3 = —l, 
B] = -1, B2 = -1, B3 = -2. Частковае рашэнне неаднароднай сістэ- 
мы х* = te' -e4t ,у* = —(t + l)e' -2е4', а яе агульнае рашэнне (гл. 
тэарэму 3) запішацца так:
х = С,е' + С2е3‘ + te' -е4,.у = -С,е' + С2е3‘ ~(t + l)e‘ -2е4'.

Прыклад 4. Устанавіць від частковага рашэння сістэм:
x = 4x-y + e3‘(t + sint), х = х-y + 8t,

а) j> = x + 2y + te3' cost. б) ў = 5х-у + Г +sin2t.

Рашэнне. а) Знаходзім карані характарыстычнага ўраўнення 
адпаведнай аднароднай сістэмы \1—\2 = 3. У зыходнай сістэме 
ц = 3, a + ф = 3 + і. 3-за таго, што Ц = 5 з’яўляецца двухкратным 
коранем характарыстычнага ўраўнення (т = 1, к = 2), a 
a + z'P = 3 + z не з’яўляецца коранем гэтага ўраўнення (т = 1), то 
частковае рашэнне запішацца ў выглядзе 
х* =(a/t3 + Ь^2 +c1t + dl)e3‘ +(k1t + l1)e3t sint + fmjt + nje3' cost, 

y* =(a2t3 + b2t2 +c2t + d2)e3' + (k2t + l2)e3' sin t + (m2t + n2)e3' cos t. 
б) Карані характарыстычнага ўраўнення тут роўныя XJ 2 = +2і. Для 
дадзенай сістэмы у = 0 не з’яўляецца коранем характарыстычнага 
ўраўнення (w = 2), лік a ±ф = ±2і з’яўляецца коранем гэтага ўраў- 
нення (к = 1, т = 0). Таму частковае рашэнне дадзенай сістэмы 
будзе мець выгляд

х* =a/t2 +b]t + C] + (d, + klt)cos2t + (fl + l!t)sin2t, 

y* =a2t2 +b2t + c2 +(d2 + k2t)cos 2t + (f2 +I2t)sin2t.
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4° . Пабудова інтэгравальных камбінацый. Метад Даламбера.
Разгледзім гэты метад у выпадку сістэмы двух ураўненняў 

dx , dv
— = alx + bIy + fI(t), ~ = а2х + b2y + f2(t). Памножым другое

ўраўненне сістэмы на нейкі лік X і складзём пачленна з першым 
ураўненнем. Атрымаем

d(xy\y)
-----—----- = (al+ka2)x + (bl +Xb2)y + f1(t) + Xf2(t).

Перапішам апошняе ўраўненне ў выглядзе (aj +Х а2 & 0)

d(x + "ky) 
dt

л f b.+kb2 ]= (а,+Ха2) х + —~Г^У + /і(0 + ^2(0- (35) 
k ax+ka2 )

■ і b] + kb2
Выберам лік А так, каб ------ -----= A . Тады (35) прывядзецца да 

a ] + ka2
ўраўнення, лінейнага адносна х + ку, 

d(x + ky)
----- -- ------ = (а,+)ш2)(х + \у) + f,(t) + Xf2(t), 

інтэгруючы якое, будзем мець
x + ky = е(а^^С+ \ (f,(t) + \f2(t))e-(a^}'dt). (36)

Ь/ + kb-)
Калі ўраўненне ------ ;----= А мае розныя сапраўдныя карані X, і

а1 + ка2
Х2> то з (36) атрымаем два незалежныя інтэгралы дадзенай сістэмы, 
а, значыць, інтэграванне сістэмы будзе закончана.

Прыклад 5. Рашыць метадам Даламбера сістэму 
dx . т , dy ' v 
— = -2х + 2у + е , — = -х-5у + е . 
dt 'dt

Рашэнне. Памнажаем другое ўраўненне сістэмы на X, і склад- 
ваем пачленна з першым:

— (х + ку)-(-2-к)хУ(2-5к)уУе' + ке2' 
dt
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або
d л ( 2~5^ \
—(x + Xy) = (-2-h) х + —-——yl + e +Xe2. (37)

• at \ — 2 — h J
Выбіраем X так, каб каэфіцыент пры у у квадратнай дужцы быў

роўны X , гэта значыць —-—~ = X або I.2 — 31. + 2 = 0, адкуль 
— 2 — К

Х; =1,1.2- 2- Пры Х7 = / з (37) атрымліваем
^ІУ).=.3(і+у)^+г.

dt
Значыць, згодна з формулай (36), будзем мець

х+у = е~3' ((J] + \(е' + е2' )e3,dt\

Пасля інтэгравання знаходзім
x + y = CIe~3t +^е' +^e2t. (38)

Пры Х2 =2 з (37) аналагічна запішам
х + 2у = С2е~4‘ +^е' +^е2'. (39)

Вырашаючы сістэму (38), (39) адносна х і у, атрымаем агульнае ра- 
шэнне дадзенай сістэмы

х = 2С1е~3‘ - C2e~4t + 0,Зе' + ^е2',

2
у = -С^3' + С2е~4'-0,05е' + — е2'.

dx
5°. Матрычны метад. У сістэму — = Ax + f (t) увядзём за- 

мест х новы слупок невядомых функцый z па формуле
х = eAlz. (40)

Дыферэнцуючы (40) і падстаўляючы ў зыходную сістэму, атрымаем

185



dl
= f(t). Адкуль z(t) = C+^e Ax f (x)dx. Вяртаючыся na

формуле (40) да x, атрымаем

x = e At C + \e-Axf(x)dT = eAl C^\eA('~z) f(x)dx,
<0

дзе C - слупок з адвольнымі пастаяннымі элементамі. 3 улікам па- 
чатковай умовы x(t0) — х°, з апошняй формулы атрымаем

С = е Аі° х° , і рашэнне задачы Кашы можна запісаць так: 

х = еА(1~'о)х° +^еА(,~х>f (x)dx.
*0

Прыклад 6. Рашыць задачу Кашы:
X/ = 5Х] - х2 -4х3 +е',

• х2 = -12Х] + 5х2 + 12х3, хІ(-2) = 0, х2(-2) = 1, х3(-2) = 0.
х3 = 10х/ - Зх2 - 9х3,

Рашэнне. Уласнымі значэннямі матрыцы А будуць ХІ2 = 1, 
\3 =-1. Уласнаму значэнню Х/2 = 1 адпавядае адзін уласны век- 
тар, таму што ранг матрыцы (А-~К12Е) = ( A- Е) будзе роўны 2.

(11 0

Жарданава матрыца мае выгляд J = 0

.0

1 0 . Адкуль
0 -1)

eJ‘
е' te' 0
0 е' 0

< ° 0 е~‘ >
(гл. прыклады 8-11 § 2). Знаходзячы матрыцу

Т і адваротную да яе, будзем мець
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Т = 0 3
0

-2

2

Т~‘
6

-2

-3

-2

еА‘ =TeJ‘T~' 0 3
0

-2

2 >

е

0
0

2

3 

te1

е
0

. Такім чынам,

0

0
е

6
-2

-2 -5
2
3

(4-2t)e‘ -Зе~' 
- 6е' + 6е~' 

(6-2t)e‘ +6е~‘

(t-l)e' + е~' 

Зе‘ -2е~' 
(t-2)e‘ + 2е~'

(2t-3)e‘ + 3е 
6е‘ -6е~'

(2t-5)e‘ +6е
. Тады

еА(,-‘°>х0
0

= еА(І+2) 1

.0

'(t + l)e,+2 +е~(,*2)> 

зе‘+2-е-(‘+^
, te,+2+2е~(,*2) ,

JeA(t X)f(x)dx = 
'о

-2t + 2x)e‘-x-Зе~('-Х)) 
(-6е‘~х +6е~(‘-х))ех

-2t + 2x)e'-x-6e-(,-x)) ех
dx =

(' >^((4 - 2t + 2х)е' - Зе~'е2х) dx
-2 

t
\{-6е' +6e~‘e2x)dx
-2

j {(6 - 2t + 2х)е' -6e~‘e2x)dx
<-2 ;
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Прымяніўшы формулу для рашэння пачатковай задачы, будзем мець

+ te2-t2 е'+ -2 J -4 е +~е 
2

е

(Зе2 -9 - t2)e' - (2e~2 + Зе'4) е~' 
(5 + 2t + te2 -і2)е' + (2е~2 + 3е~4)е~'

§ 6. Прымяненне пераўтварэння Лапласа да рашэння 
лінейных дыферэнцыяльных ураўненняў і сістэм 

(аперацыйны метад інтэгравання)

1 . Агу.іьныя звесткі аб пераутварэнні Лапласа. Лперацыйны 
метад рашэння некаторых задач па знаходжанні функцыі x(t) са- 
праўднай зменнай / з ураўнення, што змяшчае гэтую функцыю пад 
знакамі вытворных ці інтэгралаў, заключаецца ў наступным:
1) ад шуканай функцыі x(t) пераходзяць да функцыі Х(р) *’ камп- 

лекснай зменнай р - «выяве» x(t) ;
2) над выявай Х(р) праводзяць аперацыі, якія адпавядаюць зада- 

дзеным аперацыям над x(t), тым самым атрымліваюць «апера- 
тарнае ўраўненне» адносна Х(р)-,

3) атрыманае аператарнае ўраўненне вырашаюць адносна Х(р)\
4) ад знойдзенай выявы Х(р) пераходзяць да арыгінала x(t), які і 

з’яўляецца шуканай функцыяй.
Арыгіналамі будзем называць камплексназначныя функцыі 

сапраўднай зменнай t, такія што:
1) f (Q~^ Для ўс іх адмоўных t;
2) f (t) ~ кусочна-непарыўная, інтэгравальная на любым канечным 

прамежку восі t функцыя;

’’ У гэтым параграфе фундаментальная матрыца не выкарыстоўваецца, таму 
блытаніны з абазначэннямі не будзе.
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3) f(t) узрастае не хутчэй паказнікавай функцыі, гэта значыць
існуюць такія пастаянныя М >O,so >0, што для ўсіх t 
\f(t)\< Mes°'. Лік s0 называюць паказнікам росту

Напрыклад, найпрасцейшай функцыяй арыгіналам з’яўляецца функ-
'1, t>0, 

' 0, t<0.цыя f(t) =

Выявай функцыі f (t) (па Лапласу) называюць функцыю кам- 
плекснай зменнай р = s + ia, вызначаную судачыненнем

F(p) = \f(t)e-p,dt, (41)
о 

дзе інтэграл бярэцца па дадатнай паўвосі.
Пераўтварэнне (41), што ставіць у адпаведнасць арыгіналу 

f(t) яго выяву F(p), называецца пераўтварэннем Лапласа. Пры

гэтым пішуць f(t)=F(p) або F(p) = f(t). Адзначым два

простыя прыклады пераўтварэння Лапласа: 1=—, е =---- —,
Р р-^

якія непасрэдна атрымліваюцца з яго азначэння. Будзем абазначаць 
праз f (t), g(t),... арыгіналы, а праз F(p),G(p),... - іх выявы. 

Непасрэдна з уласцівасцяў інтэгралаў
оо оо

F(P) = j f(t)e~pldt, G(p) = Jg(t)e-p,dt,... 
o o

атрымліваем наступныя ўласцівасці. 
I. Уласцівасць лінейнасці. Для любых камплексных пастаянных 

а і р

af(i)+^g(t)=aF(p) + ^G(p).

Кіруючыся гэтай уласцівасцю, напрыклад, можна атрымаць
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е^-е-^1 . 7/ 7
sin coz =------ --------=— ---------

2і . 2і\р- іш
Аналагічна

1 } (0
р + іы J р2 + co2 ’

р , , рcos COZ — —j---- т, shayt = —з----- т, ch (tit — —-------7.
. p +0) . p -co p* - co*

II. Тэарэма падабенства. Для любога пастаяннага a > 0
f(at)=^F\ Р_ 

a
Сапраўды, мяркуючы az = Т, маем

f (ш)=^ f (at)e p,dt = —\ f (х)е аТЛ = -р(- 

о а о aka
III. Дыферэнцаванне арыгінала. Калі f(t) і f'(t) -

арыгіналы або f,n)(t) з’яўляецца арыгіналам, то

f'(t)=pF(p)-f(0), (42)

або

f(n> (t) = pnF(p) - pn-'f(0) - pn-2f'(0)-.. -f(n-,}(0), (43)

дзе пад f,k)(0) будзем разумець правае лімітавае значэнне 

lim f<k)(t).
t—>+0

Сапраўды, пераходзячы да выяў і інтэгруючы па частках, ат- 
рымліваем

f(:)=\f(t)e-p'dt = [nDe-"']’ + pj f(l)e-p,dt. 
• 0 0

У сілу таго, што Reр = s > s0, маем \f (t)е~р' | < Me(s~So>t, i 

падстаноўка Z = °° y першы член дае нуль, падстаноўка t — 0 дае
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~f(0)> ДРУГІ член роўны pF(р),і формула (42) даказана.
Прымяніўшы гэтую формулу двойчы, атрымаем f"(t) = 

= [f'(t)] =p[pF(p)-f(0)]-f40) = p2F(p)-pf(0)-f'(0) і

г.д. Па індукцыі мае месца формула (43).
IV. Дыферэнцаванне выявы. Дыферэнцаванне выявы прыво- 

дзіцца да множання на -/ арыгінала або наогул

F^(p) = (-l)ntnf(t). (44)

3 інтэграла Лапласа (41), згодна з яго аналітычнасцю, маем F(p) =

= ^-tf (t)e~pldt. Адкуль і атрымліваем роўнасць F'(р) = - tf (t).
о

Затым F"(p) = \t2f(t)e~p,dt  F(n) (р) = (-1Д j tnf(t)e~p,dt. 
o o

n! 
Прымяняючы ўласцівасць IV, можна атрымаць t

п ь п! р2-Ы2
(p-W (p2+(a2)2’ (p2+(a2)2

V. Інтэграванне арыгінала. Інтэграванне арыгінала прыводзіц-

ца да дзялення выявы на /? J
о

. Пераўтварыўшы па

Лапласу роўнасць If CW =f(l)3 улікам формулы (42) і

абазначэння \ f (X)dl = g(t), атрымаем 
о
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f(t) = g'(t)=pG(p).

Такім чынам, для выявы f(t) маем F(p) = pG(p), адкуль

G(p) =
F(p) 

Р

VI. Інтэграванне выявы. Калі інтэграл j F(p)dp збягаецца, то 

р

• f(<) f(O 
ен служыць выяван функцыі —-—

t J
р

Сапраўды, F(p)dp = dp^ f (t)е р'dt. Мяркуючы, што

р

шлях інтэгравання (р,°°) 
Re р> a > s0, атрымаем

р о 

увесь 
ацэнку

ляжыць у паўплоскасці 
ўнутранага інтэграла

з якой вынікае яго раўнамерная
о 0

збежнасць адносна р. Таму можна змяніць парадак інтэгравання
оо оо оо ОО _ . .

J F(p)dp = \f(t)dt\e~p,dp = J —^~e~p,dt.
p Op o 1

sint °r dp
Прымяняючы ўласцівасць VI, знойдзем ----- =1------

p1 P

— — arctg p = arcctg p. Прымяняючы ўласцівасць V, знойдзем

r sin t arcctg
выяву інтэгральнага сінуса si t = ------dt =---------

n ‘ P
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VII. Тэарэмы спазнення. Для любога а>0

f(t-a) = epaF(p). (45)

3-за таго, што f (t - а) = 0 пры t < a , пасля замены t - a = Т ат-
рымаем

f(t-a)=j f(t-a)e~p,dt = J f(x)e-p(x+a)dx = e^Ftp). 
a 0

Аналагічна даказваецца формула (a>0)

f(t + a)=epa
( a AF(p)-\f(t)e-p,dt 

< o /

Прымяняючы формулу (31), можна, напрыклад, знайсці для і >~

\ t-~ = е 2 •—5—7

VIII. Тэарэ.ма зрушэння. Для любога камплекснага a

ea,f(t)=F(p-a).

Маем ea,f(t) = jf(t)e~(p-a)'dt = F(p-a). 
о

Тэарэма дазваляе па вядомых выявах функцый знаходзіць 
выявы тых жа функцый, памножаных на экспаненту, напрыклад:

Р + к
е sin (Of =------ -—5----- г, е cos (Of =------- -—5----- 7,

(р + Х)2+Ы2 . (р^\)2 ^^

„ п- е* t =------
(р^Г'

IX. Тэарэма множання (Э.Барэля) 8. Здабытак дзвюх выяў
F(p) і G(p) таксама з’яўляецца выявай, прычым
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F(p)G(p)=jf(x)g(t-x)dx. 
o

Інтэграл y правай частцы называецца згорткай функцый f (t) і g(t)
t

і абазначаецца (f*g)=jf(X)g( t-X )dx.
o

Тэарэма 8 сцвярджае, што множанне выяў раўназначна згорт-

ванню арыгіналаў (f*g) = F(p)G(p).

Карыстаючыся гэтай тэарэмай і правілам дыферэнцавання 
арыгінала (формула (42)), атрымаем так званы інтэграл Дзюамеля: 

pF(p)G(p)=^(f*g) = ^-$f(x)g( t - x)dx.
at 0

Выконваючы ў гэтым інтэграле дыферэнцаванне, атрымаем 
t

PF(P)G(p)=f(t)g(O) + \f(x)g'(t-x)dx.
o

Апошнюю роўнасць называюць формулай Дзюамеля.
Карыстаючыся прыведзенымі вышэй формуламі, можна, 

напрыклад, знансці арыпнал j (t) па выяве F(p) =

Р 1Запішам F(p) у выглядзе р—5-- • —5--- . У сілу таго, што
р +1 р +1

1 Р
Sint=—:-------, COSt =—;-------, TO

р2+1 р2+1

р \ d \
р—7—;•——;=— ш t*sint) = — cos x-sin (t-x)dx =

p~ +1 p- +ldty dto
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= cos tsinO + ^COS T ■ cos(t - T^dX = ~(t COS t + sin t).
0 2

Аб іншых тэарэмах множання гл., напрыклад, [28], глава VI, 
§ 1,с.477.

2° . Знаходжакне арыгінала па выяве. Прывядзём некаторыя 
прыёмы знаходжання арыгінала f (t) па вядомай выяве F(р) , дзе 

А(р)
F( р) = —-— ёсць правільны рацыянальны дроб. Аб тэарэмах 

В(р)
раскладання і формулах можна прачытаць [28], глава VI, § 1, с. 480; 
[29], раздзел 16, п. 16.2, с. 227; [30], глава Ш, § 9, с. 27.

На практыцы зручна прымяняць наступны спосаб знаходжан- 
ня арыгіналаў для выяў, якія з’яўляюцца рацыянальнымі функцыямі: 
функцыю раскладваюць на прасцейшыя дробы і знаходзяць для кож- 
най з іх арыгінал, карыстаючыся прыведзенымі вышэй уласцівасцямі 
пераўтварэння Лапласа.

А(р)
Арыгіналам функцыі F(p) = —;—-, F(p) - правільны ра- 

В(р)
цыянальны дроб, служыць функцыя ([28], с. 484)

ЛО = Хт:—777 lim -F^r{F(p)(p-Pk)keP}’ 
k=i(nk p-^Pk dp k

дзе pk - полюсы F(p), a nk -ix кратнасці, i сума бярэцца па ўсіх 
полюсах.

У выпадку, калі ўсе полюсы рк функцыі F(p) - простыя,

гэта значыць пк = 1, к — 1,1, апошняя формула спрашчаецца і мае 
выгляд

"""^■i^rF' <46)
к=/ ° (Рк)

Калі паліномы А(р) і В(р) маюць сапраўдныя каэфіцыенты, то 
апошнюю формулу можна запісаць у выглядзе

7* 195



B(p) . ^B'(pk)
+ 2Re£ ^pjs_LePi,' 

B'(pk)
дзе першая сума распаўсюджана на ўсе сапраўдныя карані В(р), a 
другая - на ўсе камплексныя карані з дадатнымі ўяўнымі часткамі.

А(р)
Калі выява мае выгляд F(p)~ ———- дзе ступень А(р) не 

Рв(р)
перавышае ступені В(р) і В(р) мае простыя карані, не роўныя 
нулю, замест формулы (46) атрымліваем

JLpL_^!1A ^м_ й<
рВ(р) В(0) £,ркВ'(Рі)г ■ 

дзе сума бярэцца па ўсіх каранях В(р).
Прывядзём табліцу асноўных арыгіналаў і іх выяў, якія часта 

сустракаюцца пры рашэнні тых ці іншых задач. Больш пашыраную 
табліцу можна знайсці ў [28] на стар. 502.

№ 
п/п. Арыгінал f (t) Выява F(p) = ^ f (t)e pldt

0

1 1
P

2 tn(n = l,2,...)
n!

Pn+I

3 ta(a>-l)
Г(а + 1) 

Pa+1

4 е^
1 

p-\

5 sin (Ot
co

2 2p + Ш
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№ 
п/п. Арыгінал f (t)

oo

Выява F(p)-^f(t)e~pldt
0

6 COS (fit
_P_ 
p2 +(H2

7 sh (fit
co 

p2 -m2

8 ch Git
p 

p2 - co2

9 sin (t-a) (a > 0) —-e~ap 
P2

10 cos(t-a) (a>0) ——— e~ap 
P2 +1

11 t”^1 ,n = l,2,...
n!

(P-W

12 tae^ fa > -1)
Г(а +1) 

(Р-^Г'

13 eb sin (at
co

( p-h)2 + co2

14 e^ cos (at
p — X

( p-K)2 + a2

15 t sin (at
2 pdf 

(p2 + a2)2

16 t cos (at
p2 ~(f>2 

(p2 + a>2)2

17 t shaft
2paf 

(p2 -(a2)2
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№ 
п/п. Арыгінал f (t) Выява F( p) = ^ f (t )e pldt

0

18 t chad p2 +(1T 
(p2-a2)2

19 Jn(t),n = l,2...

^P2 +1

20 si t
arcctg p 

P

21 1Л/7 

p

22 In t
p 

nac

( 1 1
ІП--С ,c = 0,57722-

l P )
:таянная Эйлера

3°. Рашэнне лінейных дыферэнцыяльных ураўненняў з пастаян- 
нымі каэфіцыентамі аперацыйным метадам.

Няхай зададзена лінейнае дыферэнцыяльнае ўраўненне п -га 
парадку з пастаяннымі каэфіцыентамі

х(п> + а^"-^ +.. .+ап_]Х + апх = f (t), (47)
дзе х = x(t); t >0.

Патрабуецца знайсці рашэнне ўраўнення (47), якое задавальняе 
пачатковым умовам

х(0) = хо,х(О) = х0>... ,х(п~1> (0) = х^^. (48)
Калі правая частка f (t) ураўнення (47) - арыгінал, то відавочна, 
што і рашэнне x(t) гэтага ўраўнення з’яўляецца арыгіналам. Няхай
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x(t)—X(p). Пераўтворым ураўненне (47) па Лашіасу. 3 улікам

пачатковых умоў і ўласцівасці III (формулы (42), (43)) будзем мець

х<">(1)=р"Х(р)- р-'х, - р-2х,-...-х'І)’'-'>,

a,x'"-‘>(t):=a,(p’-'X(p)-P"-!x0-p^^^

ап_,х(1)=а„_,{рХ(р)-хІІ\

anx(t) = anX(p).

Падставіўшы выявы складнікаў з левай часткі (47) з улікам, 

што f (t)=F(p), атрымаем [рП +Я1РП ' +-+ап]Х(Р) = F(P) + 

+х0(рп~' +аІрп-2+...+ап_І)+х0(рп-2 +аіРп-3+...+ап_2)+..^

Апошняе ўраўненне называюць аператарным. Запісаўшы яго ў 
выглядзе L(p)X(p) = F(p)+ А(р), дзе L(p),A(p) - вядомыя

F(p)+ А(р) 
паліномы, знаходзім аператарнае рашэнне Х(р) =-------- —;----- .

Калі ўраўненне (47) пры пачатковых дадзеных (48) дапускае 
рашэнне x(t), якое задавальняе ўмовам для арыгіналаў, то гэтае 
рашэнне з’яўляецца арыгіналам Х(р).

Прыклад 1. Рашыць задачу Кашы х-5х + 4х = 4,х(0) = 0, 
х(0) = 2.

4
Рашэнне. У сілу таго, што 4 = —, адпаведнае аператарнае

Р
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ўраўненне мае выгляд [р2-5р + 4)х(р) =~ + 2. Адкуль

знаходзім
2 р + 4 

аператарнае рашэнне Х(р) =------z------------- . Раскладваем правую
р(р' -5р + 4)

1 2 1
частку на элементарныя дробы Х(р) = —  ------; +------- . Перахо-

р р-1 р-4
дзячы да арыгіналаў, атрымліваем рашэнне x(t) = 1 + е' + е4‘.

Прыклад 2. Рашыць задачу Кашы x+x=-sin2t, х(п)=х(ті)=1
Рашэнне. Увядзём замену X = t-U. Тады зыходная задача

Кашы прывядзецца да задачы х+х = -sin 2(Х+п) = -sin 2х, х(0) = 
= х(0) = 1, дзе х = х(х).

Няхай х(х) — Х( р). Аператарнае ўраўненне будзе мець вы-

2 2 Ргляд (р +1)Х(р)~p-l = -—j----- . Адкуль Х(р) = —.----- +
р +4 р +1

1 __2__________ р_ 1 1 2 1
+ р2 + 1 (р2+4)(р2 +1) р2 +1 +3 р2 +1 +3 р2+ 4'

Знаходзячы арыгіналы па формулах табліцы, атрымаем
1 2

x(t) = - cos t -—sin t +—sin 2t.

4° . Прымяненне формулы Дзюамеля da рашэння дыферэнцы- 
яльных урауненняў.

Няхай патрабуецца рашыць лінейнае дыферэнцыяльнае ўраў- 
ненне з пастаяннымі каэфіцыентамі (47) пры нулявых пачатковых 
умовах х(0) = х(0 )-...= x^n~,J (0) = 0. Калі вядома рашэнне y(t) 
ураўнення з той жа левай часткай і правай часткай 7, таксама пры 
нулявых пачатковых умовах, то інтэграл Дзюамеля (гл. уласцівасць 
IX п. 1) дазваляе напісаць рашэнне ураўнення (47) без усякіх 
вылічэнняў. Аператарныя ўраўненні, адпаведныя дадзенаму 
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ўраўненню L(x) = f (t) i дадатковаму L(y) — 1, маюць выгляд

L(p)X(p) = F(p) i L(p)Y(p) = ~, дзе F(p) = f(t). Адкуль 
P

X(p) = pY(p)F(p).
Такім чынам, згодна з формулай Дзюамеля

t
x(t) = ^ f (х)ў(t -X)dx (улічым, што у(0) = 0), (49)

0
t

або х(t) = у(t)f(0) + \у(x)f'(t - x)dx.
o

Прыклад 3. Знайсці рашэнне задачы Кашы
е~2‘

х + 4х + 4х =——у; х(0) = х(0) = 0.
(l + 2t)2

Рашэнне. Спачатку рашым ураўненне ў + 4ў + 4у = 1 пры

тых жа ўмовах. Пры y(t) — Y(р) і пераходзячы да выяў, атрымаем

(р2 +4р + 4)Y(р) = ~. Адкуль Y(p) = ■ - 7 ? = —
р Р(Р+2) 4Р 4(Р+2)

1 . 1 е~2‘ te~21
—2/ Знайшоўшы арыгіналы, маем y(t) = —- — ———.

Карыстаючыся формулай (49), шуканае рашэнне зыходнай задачы 
запішам у выглядзе

f е~2х d(l е~2(,-х> (t-x)e~2('-x)}

X(I)-[d^^- —-----------2---Ь =
t-x

(1 + 2х)2
dx =
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=—(2t-ln(l + 2t)\

5°. Рашэнне сістэм лінейных дыферэнцыяльных урауненняў з 
пастаяннымі каэфіцыентамі.

Аналагічна прымяняецца аперацыйны метад і да рашэння сіс- 
тэм

Xi=allx1+...+alnx„+fI(t),
X2=a2lxI+...+a2nxn+f2(t),

х„ = а„,х,+...+а„„х„ + f„(t) П П11 ПП П J П' /
пры пачатковых умовах xt(0) = хІ0,х2(0) = х20,...,хп(0) = хп0.
Перайшоўшы да аператарнай сістэмы, будзем мець 

(Р~ан)хі - аІ2Х2-...-аІпХп = F] + хІ0, 
~а21Х1 + ( Р~а22)Х2~“~а2пХп = ^2 + х20’

-anlXl-an2X2--+(p-“nn)Xn=Fn +Хп0,

^xk(t)=Xk(p) (xk\fk(t)=Fk(p) (F„).

Вырашыўшы гэтую лінейную алгебраічную сістэму адносна Хк, 

к = 1,п, па выявах Хк(р) знойдзем арыгіналы xk(t).
Прыклад 4. Рашыць сістэму ўраўненняў х0 =-ах0, хк +

+ ахк = ахк_], к = 1,п пры пачатковых умовах хо(О) = 1, 
хІ(0)=..=хп(0) = 0.

Рашэнне. Аператарная сістэма мае выгляд (р + а)Х0 = 1,
ак —

(р + а)Хк-аХк_] =0, адкуль хк-~-------у^Г> к = 0,п. Знай-

шоўшы патабліцы арыгіналы, атрымаем xk(t) = —(at)ke аІ.
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Прыклад 5. Рашыць сістэму х = е' - у, ў-е ' - х пры пачат- 
ковых умовах х(0) = х0, у(0) = у0.

Рашэнне. Няхай x(t) = X(p), y(t) = Y(p), тады x(t)—

= рХ(р) — x0,y(t) — pY(p)-y0. Аператарная сістэма мае выгляд

1 1
рХ(р)-х0 + Y(р) =----- - pY(р)-у0 + Х(р) = ——. Рашыўшы

р-1 р+1
яе, знаходзім

Р 1 Р2 +1
х<р>=

Пераходзячы да арыгіналаў, атрымаем шуканае рашэнне 
x(t) = xoch t - yosh t + t ch t, 

y(t) = Уос^ t + (^~xo № t~t sh t.

§ 7. Лінейныя сістэмы дыферэнцыяльных ураўненняў з 
перыядычнымі каэфіцыентамі

I. Аднародная лінейная сістэма дыферэнцыяльных ураўненняў
з перыядычнымі каэфіцыентамі.

Разгледзім сістэму
х = A(t)x (50)

з непарыўнай (0 перыядычнай матрыцай A, гэта значыць
A(t +ti>) = A(t) для t е (-°°;°°). Няхай пачатковыя ўмовы

xj (0) = YJ, дзе у7 = соіоп^ ,...,bJn) -адзінкавыя вектары -
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'0, к * j^ 

Л k = J ,
вызначаюць фундаментальную сістэму рашэнняў

(50) х1 (t),x2 (t),...,xn(t). У сілу таго, што матрыца A(t) перыя- 

дычная, функцыі х'(t + (й),х2(t + (д),...,хп(t + (й) таксама будуць 
утвараць фундаментальную сістэму рашэнняў. У сілу тэарэмы 2 лю- 
бое рашэнне сістэмы (50) ёсць лінейная камбінацыя рашэнняў фун- 
даментальнай сістэмы х1 (t),х2(t),...,хп(t). Таму кожная з функ- 

цый xJ(t + (H) будзе лінейнай камбінацыяй xk(t), к = 1,п з па-

стаяннымі каэфіцыентамі, гэта значыць xj(t + (р) = У, C,txk(l).

j — l,n, дзе Cjk - пастаянныя. Запісаўшы апошнюю роўнасць у 
матрычнай форме, будзем мець

X(t + w) = X(t)C, (51)
дзе X(t) - фундаментальная матрыца рашэнняў хк(t), к = 1,п,а

с=
'cjk, k=J.n

< J = Л п >
- пастаянная матрыца.

Пры t = 0 роўнасць (51) прыме выгляд Х((д) = С. Такім чы- 
нам, атрымліваем

X(t + (») = X(t)X((j)). (52)
Матрыца Х((і>) называецца матрыцай монадраміі сістэмы 

(50) (відавочна, што |X(co7| *0). Уласныя значэнні матрыцы Х((й) 

называюцца мультыплікатарамі сістэмы ўраўненняў (50).
Mae месца
Тэарэма 9 (Флоке-Ляпунова). Фундаментальная матрыца 

Х(і) сістэмы (50) дапускае наступнае выяўленне

X(t) = G(t)eA',l
дзе G(t) - перыядычная матрыца з перыядам (0, a A) - пастаянная 
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матрыца.
Відавочна, што матрыца G(t) задавальняе ўмове

G(t)=A(t)G(t)-G(t)A„ 
адкуль непасрэдна вынікае, што замена зменных x — G(t)z пераво- 
дзіць сістэму ўраўненняў (50) у сістэму ўраўненняў з пастаяннымі 
каэфіцыентамі z = А/ z.

Тэарэма 10. Для таго, каб камплесны лік ц з’яўляўся муль- 
тыплікатарам сістэмы ўраўненняў (50), неабходна і дастаткова, каб 
існавала ненулявое рашэнне ^(t) сістэмы (50) такое, што

(р</+ coj = Ц(р< 0 ^t е(-^; + °°). (53)
3 дадзенай тэарэмы непасрэдна вынікае
Вынік 1. Лінейная аднародная сістэма ўраўненняў (50) мае 

нетрывіяльнае рашэнне з перыядам 0) у тым і толькі тым выпадку, 
калі адзін з яе мультыплікатараў роўны адзінцы.

Заўвага 1. Часам пры азначэнні фундаментальнай матрыцы 
пачатковыя ўмовы не задаюцца. У гэтым выпадку матрыца 
монадраміі не вызначаецца адназначна, таму што фундаментальная 
матрыца не адзіная (гл. [27], глава VI, § 6, с. 115).

П. Неаднародная лінейная сістэма дыферэнцыяльных урау- 
ненняў з перыядычнымі каэфіцыентамі.

Разгледзім сістэму дыферэнцыяльных ураўненняў 
х = A(t)x + f(t), (54)

дзе A(t) - непарыўная перыядычная матрыца з перыядам CO, 
f (t)- непарыўная перыядычная вектар-функцыя з перыядам С0.

Маюць месца
Тэарэма 11. Для таго, каб рашэнне x = y(t), t е (—^; + °о) 

сістэмы (54) было со-перыядычным, неабходна і дастаткова, каб 
(ў(0) = (ў((а).

Тэарэма 12. Калі аднародная сістэма ўраўненняў (50), якая 
адпавядае (54), не мае ненулявых перыядычных рашэнняў з перыя- 
дам С0 (гэта значыць усе яе мультыплікатары не роўныя адзінцы), 
тады сістэма (54) мае адзінае перыядычнае рашэнне з перыядам co.
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Адзначым, што ў тым выпадку, калі аднародная сістэма (50) 
мае ненулявое перыядычнае рашэнне з перыядам (0, лінейная неад- 
народная сістэма (54) можа не мець перыядычных рашэнняў або 
мець бясконца многа лінейна незалежных перыядычных рашэнняў з 
перыядам С0.

3 тэарэмы 12 вынікае: калі A - пастаянная матрыца і 
f(t + (£>)- f(t), то неабходнай і дастатковай умовай існавання ў 
сістэмы (54) адзінага (0-перыядычнага рашэння з’яўляецца адсут- 

2пкі
насць у матрыцы А уласных лікаў віду ------ , к е Z. Пацвердзім

(0
гэты вынік наступным прыкладам.

Прыклад 1. Паказаць, што лінейнае ўраўненне другога па- 
радку х + а2х = f (t), а ^ 0, дзе f(t) - непарыўная перыядычная 
функцыя з перыядам С0, мае адзінае перыядычнае рашэнне з перы- 

2тік
ядам С0, калі а &-----  (к = +1+2,...).

С0
Рашэнне. 3 дапамогай замены х = X], х = х2 прывядзём да- 

дзенае ўраўненне да сістэмы
X] = х2,

х2 = -a2Xj + f (t).

Згодна з тэарэмай 12 гэтая сістэма будзе мець адзінае 
перыядычнае рашэнне з перыядам С0, калі ўсе мультыплікатары 
адпаведнай аднароднай сістэмы X] = х2, х2 =-а2Х/ не роўныя 
адзінцы. Знойдзем матрыцу монадраміі. Згодна з азначэннем, для
дадзенай

X(d) =

аднароднай 
х}(^) х2(а)

сістэмы гэта матрыца мае выгляд

х^ы) х2((й)}' дзе X/(t) - рашэнне зададзенага

ўраўнення, што задавальняе пачатковым умовам
Xj(O) = 1, Х](0) = 0, a x2(t) - рашэнне гэтага ўраўнення, што 
задавальняе ўмовам х2(0) = 0, х2(0) = 1. Уласныя лікі матрыцы
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А =
" 0 Г
<-«2 0, знаходзім з ураўнення

0-Х 1 
о-х = 0. Маем

1
^12= ±<*і. Таму X](t) = cos at, х2 = —sin at. Матрыца монадра- 

міі запішацца

, cosam — sinam X(m)~ a
^ a sin am cosam t

Мультыплікатары з’яўляюцца ўласнымі лікамі матрыцы
1

X(m) i знаходзяцца з ураўнення cos am-}L —sinam
a

- a sin am cos am - ц = 0 або

[L2 - 2[lcos am +1 = 0. Апошняе ўраўненне не будзе мець кораня 
2кк

[1 = 1, калі a *-----  (к = +1,±2,...), а гэта значыць, што калі мат-со
рыца А не будзе мець уласных лікаў, роўных 
2тік
----- і, к е Z, (к * 0), то ў разглядаемай сістэмы не будзе 

co
мультыплікатараў, роўных 1, а значыць, дадзеная сістэма будзе мець 
адзінае перыядычнае рашэнне.

§ 8. Траекторыі лінейных сістэм на плоскасці

Разгледзім паводзіны траекторый лінейнай аднароднай сістэ- 
мы дыферэнцыяльных ураўненняў другога парадку з пастаяннымі 
каэфіцыентамі х = Ах, (55)

дзе х = colon(x1,x2 ), А =
'йц “12^

\а21 а22 /
- сапраўдная матрыца.
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Рашэнне сістэмы х = f (х), х & R віду х = а, дзе a - 
пастаянны вектар, будзем называць становішчам раўнавагі (або 
пунктам спакою). Адзначым, што х = 0 уяўляе сабою становішча 
раўнавагі аўтаномнай сістэмы (55), якое з’яўляецца адзіным у 
выпадку detA^O. У прасторы зменных х^х2 любое рашэнне 
x = ty(t) сістэмы (55) вызначае крывую. Гэтую крывую з
зададзеным на ёй параметрам t будзем называць траекторыяй.

3 дапамогай лінейнага неасаблівага пераўтварэння х = Ту 
прывядзём сістэму (55) да віду

Ў = dy, (56)
дзе J - жарданава форма матрыцы А.

У залежнасці ад выгляду ўласных лікаў будуць мець месца 
розныя выпадкі:
1° .Х/Д, -сапраўдныя, розныя і ХД2 > 0 .У сілу таго, што ў гэтым 
выпадку J = diag(kl,‘k2), параметрычныя ўраўненні траекторыі 

будуць мець выгляд
Уі = С^1', у2 = С2е^2‘ ,teR, (56’)

Cj,C2 - адвольныя пастаянныя. Каардынатныя паўвосі з’яўляюцца 
траекторыямі, што адпавядаюць С/ = 0 або С2 = 0. Пры С, ^ 0 і

С2 & 0 маем

He парушаючы агульнасці, будзем лічыць

Ы<Ы- <57)
Калі к] <0,)^ <0 ,то, згодна з (57), ^7 > Х2. Пры С2 > 0 і 

С2 > 0 маем (гл. (56'))
у, —>0, у2 ^ 0, калі t -4 +<»
У/ —> 4-00, у2 —> 4-00, калі / —> -оо.

Такім чынам, пры t -4 4-°° траекторыя «ўваходзіць» у пачатак
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каардынат і ў ліміце датыкаецца восі У/, оо — —» У, а пры t —» -°° 
Уі

аддаляецца ад пачатку каардынат, застаючыся ў першым квадранце 
сістэмы каардынат У],У2- Схематычнае размяшчэнне траекторый 
пададзена на мал. 1 (стрэлкі паказваюць напрамак руху пункта па 
траекторыі пры ўзрастанні параметру t). Такое размяшчэнне 
траекторый паблізу х = 0 называецца ўстойлівым вузлом.’)

Кал і ж X; > 0,Х 2 > ^ > тады X; < X,. Пры С/ > 0 і С2 > 0
У ]-*0, У2^0 , калі (->-«,

У / -^ +°°, У2 —> +°°, калі / —> +«>.
Размяшчэнне траекторый застаецца такім жа, як і ў 

папярэднім выпадку, але мяняецца напрамак руху пункта пры 
ўзрастанні параметру t (мал. 2). Такое размяшчэнне траекторый 
паблізу х — 0 называецца няўстойлівым вузлом.

Мал. 1 Мал. 2
Прыклад 1. Даследаваць паводзіны фазавых траекторый сіс-

dx dy
тэмы ўраўненняў — = -Зх + 2у, — = х- 4у. 

dt dt

*’ Дакладнае азначэнне паняцця ўстойлівасці дадзена ў § 5.1.
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Рашэнне. Карані характарыстычнага ўраўнення
-3-Х

1
2

-4-1
= 0,1? +7Х +10 = 0,^ =-2Д2 =-5

сапраўдныя і адмоўныя. Становішча раўнавагі - устойлівы вузел.
Прамыя, якія змяшчаюць фазавыя крывыя сістэмы, шукаем у 

выглядзе у = кх. Падставіўшы у = кх ва ўраўненне
dy х-4у
dx -Зх + 2у’ 

атрымліваем ураўненне для вызначэння к
1-4к , 1

к = ——, 2к2 +к-1 = О,к,= -1, к2 = -
- 3 + 2к 1 2 2

хЗначыць, у = —х, У — ~ шуканыя прамыя. Астатнія

парабал, якія датыкаюцца ў пачатку

Гэта вынікае з таго, што ўласны вектаркаардынат прамой

сапраўдныя

colon (2,1) матрыцы каэфіцыен- 
таў дадзенай сістэмы, які адпавя- 
дае ўласнаму ліку к = -2, пара-

лельны прамой У ~~^ (мал. 3).

2°.’кІ,’к2
ХД2 <0. Атрыманыя ў выпадку 
вузла формулы маюць месца і пры 
гэтых умовах. Дастаткова 
разгледзець выпадак

фазавыя крывыя - часткі

Мал. 3 
будзем мець:
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У дадзеным выпадку размяшчэнне траекторый называецца сядлом 
(мал. 4), восі у/, у2. называюць сепаратрысамі сядла.

Прыклад 2. Даследаваць па- 
водзіны траекторый сістэмы 

dx dy 
л=2у' л=2х+3у-

Рашэнне. Карані характарыс- 
тычнага ўраўнення

-X 2

2 3-Х
= 0,

Xу — ~1, \2 — 4
Мал. 4 сапраўдныя і маюць розныя зна- 

кі, гэта значыць, што становішча раўнавагі - сядло. Будзем адшук- 
ваць сепаратрысы сядла ў выглядзе у = кх, дзе к вызначаецца з

2 + Зк , 1
ураўнення £ = ——— або 2к -Зк-2 = 0. Адсюль «/=-—,

X
к2 = 2. Маем у = - — , у = 2х - шуканыя прамыя, прычым кожная з

х
іх складаецца з трох фазавых крывых. На прамой У дадзеная 

сістэма прымае выгляд х = -х, ў = -у. Гэта значыць, што ўздоўж

прамой У = ПУНКТ (Х(О>У(О) рухаецца па закону x(t)=xoe ,

У(Ч = Уое = -~е ' адбываецца ў напрамку да пачатку 

каардынат пры ўзрастанні t.
На прамой у = 2х сістэма ўраўненняў мае выгляд 

х = 4х, ў = 4у.
Рух адбываецца па закону x(t) = х0е4', y(t)- Уое^' = 2хое4’ У 
напрамку ад пачатку каардынат (мал. 5).
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3°. Х; і Х2 - камплексна спалучаныя. Няхай X; = a+zP,
Х2=а-ф, Р>0. У 
пераўтварэнні х -Ту матрыца 
^-(у7-? )- Y7 ■ Y’ - лінейна 

незалежныя ўласныя вектары, 
якія адпавядаюць Х; і Х2. У сілу 
таго, што A - сапраўдная 
матрыца, у1 і у2 можна выбраць 
камплексна спалучанымі. Тады і 
У/ = ў2. Каб не разглядаць камп-

Мал. 5 лексных рашэнняў, будзем мерка-
ваць у/ = Zj + iz2, у2 = = Zj — iz2, а траекторыі разглядаць у плос-

касці Oz/Z2. Зменная z = colon(z],z2 звязана з х судачыненнем
x = Ty = TSz = Pz, (58)

дзе S = . , Р = (у1 + у2,і(уІ — у2))- Значыць, Р - сапраўд-

ная неасаблівая матрыца. Пераўтварэнне (58) прывядзе сістэму (55) 
да віду

z, = az, - Bz,,
• a * <59>z2 = pzj +az2, 

дзе матрыца каэфіцыентаў утварае сапраўдную жарданаву форму 
матрыцы A. Сапраўды,

^і=^(Ўі+Ў2) = У [<« + І^)У] +(а- i^)y2] = az, - pz2.

Аналагічна атрымліваецца і другая з роўнасцяў (59).
Увядзём палярныя каардынаты Zj=rcos^>, z2=rsinty, 

r >0, або y] = re"?, у2 = ге~'^ . Будзем мець ў/ = ге1^ + іге'фф = 

= fa + і^)ге'^. Падзяляючы сапраўдныя і ўяўныя часткі, атрымаем
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Значыць,
r = ar, ф = [3. (60)

Мал. 6

r(t)^roeM ,^(t) = ^t + ^0.
, Пры a^O, r0 ^О траекторыі

^ X ўтвараюць спіралі. Такое размяш- 
-^нЧ» чэнне траекторый называецца ўстой-

J лівым фокусам, калі а<0, і
няўстойлівым фокусам, калі а>0 
(мал. 6, мал. 7 адпаведна).

Мал.7 Пры а = 0 , го*О усе траекторыі -
акружнасці. У гэтым выпадку атрымліваем цэнтр. У выпадку цэнтра 

ўсе рашэнні сістэмы (55) - перыядычныя з перыядам -т~.

Для таго, каб зразумець размяшчэнне траекторый у плос- 
касці ОХ]Х2 сістэмы (55), неабходна мець на ўвазе, што 
пераўтварэнне, якое было выкарыстана пры пераходзе ад (55) да (56) 
або (59), з’яўляецца афінным пераўтварэннем плоскасці, якое 
пакідае нерухомым пачатак каардынат. Яно складаецца ў павароце 
на некаторы вугал вакол пачатку каардынат і ў сцісканні 
(расцягванні) адносна дзвюх узаемна перпендыкулярных восяў. Пры 
гэтым прамыя пераходзяць у прамыя, акружнасці ператвараюцца ў 
эліпсы.

dx dy
Прыклад 3. Начарціць траекторыі сістэмы ~ = у,~ = ~х.

dt dt
Рашэнне. Для дадзенай сістэмы характарыстычнае

ўраўненне запішацца
-X

-1

1

-X
= 0, X2 +1 = 0. Пункт спакою (б,0)

- цэнтр, таму што карані характарыстычнага ўраўнення чыста 
ўяўныя. Рашэнне разглядаемай сістэмы мае выгляд (гл. § 3)

х = С/ cos t + C2 sin t,

y = -C] sin t + C2 cos t,
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таму траекторыі з’яўляюцца 
акружнасцямі х2 + у2 = С2 + С2. 
Схема размяшчэння траекторый 
прыведзена на мал. 8.
Практыкаванне 1. Даследаваць 
размяшчэнне траекторый сістэмы 
(55) у тым выпадку, калі kj = к2. 
Паказаць, што пры Х7 = Х2 ^О 
будзе мець месца або выраджаны 
вузел (мал. 9), альбо дыкрытычны 

вузел (мал. 10), калі сістэма мае вы-
dx dy

гляд — = ax, — = ay, a = const. Асобна даследаваць выпадак

\, = Х2=0.

Мал.Ю

Прыклад 4. Вызначыць характар пункта спакою і начарціць 
фазавыя траекторыі сістэмы х = х, ў = у.

Рашэнне. Характарыстычнае ўраўненне дадзенай сістэмы 
мае выгляд
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1-7 0

0 1-7
= 0.

Яго каранямі будуць 7.] = Т.2 = 1. У сілу таго, што Т.]=72>0, 
пункт спакою (0,0) з’яўляецца няўстойлівым вузлом. Траекторыямі 
сістэмы з’яўляюцца паўпрамыя, якія задаюцца ўраўненнем 
у = Сх, х * 0. (Рашэннем сістэмы з’яўляюцца функцыі

х = Qe1, у = С2е'.) Рух па гэтых прамых ажыццяўляецца ад пункту 
спакою (0,0), які ў гэтым выпадку называюць дыкрытычным

Прыклад 5. Вызначыць тып 
становішча раўнавагі (характар 
паводзін фазавых крывых) сістэмы
ўраўненняў

dx dy
л=3х-у’л=4х-у-

Рашэнне. Сістэма мае адзінае 
становішча раўнавагі х=у=0. 
Складзём і рашым харак- 
тарыстычнае ўраўненне

3-7.
4

-1
-1-7.

= 0, Т.2-27 + 1 = 0, 7,=72=1.

Маем кратны корань. Значыць, становішча раўнавагі - выраджаны 
вузел, прычым няўстойлівы, з-за таго, што 7І2>0. Знаходзім для 
7] = 72 = 1 уласны вектар colon (1,2).

На плоскасці Оху будуем прамую у = 2х, накіраваную ўз- 
доўж указанага вектара. Гэтая прамая змяшчае тры фазавыя крывыя, 
становішча раўнавагі і дзве паўпрамыя, на якія прамая падзяляецца 
пунктам 0(0,0). Астатнія фазавыя крывыя датыкаюцца пры 
падыходзе да пункта О(0,0) прамой у = 2х. Паводзіны фазавых
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крывых схематычна адлюстраваны на мал. 12.
Прыклад 6. Даследаваць ўраўненне пругкіх ваганняў

d2x dx „,
—у + 2а—+ B2x = 0 
dr dt

з улікам трэння і супраціўлення асяроддзя (пры a > 0).
Рашэнне. Заменім дадзенае ўраўненне эквівалентнай сістэ- 

dx dy ,
май — = у, — = -2ау-^~х, характарыстычнае ўраўненне якой

Мал. 12.

мае карані
\І2 = -a±Ja2-$2.

Разгледзім выпадкі:
1) а = 0. Тады кІ2=+і^. 
Пункт спакою з’яўляецца 
цэнтрам. Гэта значыць, што 
пры адсутнасці супра- 
ціўлення асяроддзя ўсе 
рухі з’яўляюцца перыядыч- 
нымі;

2) а>0, a2 - Р2 < 0. Карані Х; і \2 - камплексна спалучаныя. 
Пункт спакою - ўстойлівы фокус, ваганні затухаюць;

3) a < 0 (выпадак адмоўнага трэння), a2 - 02 < 0. Пункт спакою - 
няўстойлівы фокус;

4) a > 0, a* - Р* > 0 (супраціўленне асяроддзя вялікае a > Р). 
Карані Ху і Х2 - сапраўдныя і адмоўныя. Пункт спакою - 
устойлівы вузел;

5) a<0,а2~р2 >0. Карані Xj і Х2 - сапраўдныя і дадатныя. 
Пункт спакою - няўстойлівы вузел.

Заўвага 1. У тым выпадку, калі X/ = 0,к2 *0, траекторыі
размяшчаюцца, як паралельныя прамыя.
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Прыклад 7. Даследаваць паводзіны фазавых крывых сістэ- 
dx dy

мы ўраўненняў — = -4х + 2у, — = 2х-у. 
dt dt

Рашэнне. Становішчы раўнавагі дадзенай сістэмы будуць 
размяшчацца на прамой у = 2х, таму што ў пунктах гэтай прамой 
правыя часткі сістэмы ператвараюцца ў нуль. Інтэгральныя крывыя 

dy 2х-у dy 1
ўраўнення — = —------— або — = - —, у*2х будуць фазавымі

dx -4х + 2у dx 2
крывымі сістэмы. Яны ўяўляюць сабою паўпрамыя, што атрымліва- 

7 
юцца з сямейства прамых у = -~

мой у = 2х.
Рух па фазавых траекторыях адбываецца ў напрамку да 

становішчаў раўнавагі,таму што калі фазавы пункт (x(t),y(t)) у

(х + С) пры перасячэнні яго пра-

Мал. 13

значыць 2x(t)-y(t)> 0, to 

y(t) узрастае (мал. 13).

момант t знаходзіцца ў абсягу 
2х — у<0, гэта значыць над
прамой у = 2х,то 

dx
— = -4х + 2у>0, 
dt
^У
— = 2х-у <0, 
dt

а значыць, x(t) узрастае з часам, a 
y(t) убывае. Наадварот, калі 
фазавы пункт у момант часу t зна- 

ходзіцца пад прамой у = 2х, гэта
dx dy

> 0, а таму x(t) убывае,
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§ 9. Лінейныя сістэмы са зменнымі каэфіцыентамі, 
інтэгравальныя ў замкнутай форме’’

3 § 1 вынікае, што любое рашэнне лінейнай аднароднай сіс- 
тэмы (1) можна лёгка знайсці, калі вызначана яе фундаментальная 
матрыца. Аднак вызначыць фундаментальную матрыцу ў яўным 
выглядзе, гэта значыць праз каэфіцыенты сістэмы (1), для большасці 
неаўтаномных лінейных сістэм (са зменнымі каэфіцыентамі) немаг- 
чыма. 3 іншага боку, у літаратуры апісаны дастаткова шырокія кла- 
сы сістэм, для якіх можна пабудаваць рашэнне ў замкнутай форме, 
гэта значыць у выглядзе элементарных функцый ад каэфіцыентаў 
сістэмы і іх квадратур (нявызначаных інтэгралаў). Значыць, калі 
аднародная сістэма (1) інтэгравальная ў замкнутай форме, то згодна з 
формулай (31), у той жа форме будзе інтэгравальнай і неаднародная 
сістэма (30). Таму, даследуючы сістэмы, якія дапускаюць інтэг- 
раванне ў замкнутай форме, можна абмежавацца толькі разглядам 
аднародных сістэм.

1. Трохвугольныя сістэмы.
Такія сістэмы ўяўляюць сабою, з аднаго боку, даволі просты 

клас дыферэнцыяльных сістэм, інтэгравальных у замкнутай форме, з 
другога боку, да іх, наогул кажучы, можна прывесці любую 
неаўтаномную лінейную сістэму, а гэта значыць, што ўласцівасці 
рашэнняў трохвугольных сістэм дастаткова поўна адлюстроўваюць 
уласцівасці рашэнняў усіх лінейных неаўтаномных сістэм.

Разгледзім спачатку выпадак, калі ў (1) матрыца A(t) 
дыяганальная, гэта значыць

A(t) = diag(aII(t),a22(t),...,ann(tj).

Тады матрыца X(t), якая нармаваная ў пункце t0 & I, 
таксама дыяганальная і

* Тут, а таксама ў § 4.4, § 5.7 выкарыстана выкладанне некаторых фактаў і 
тэарэм згодна з манаграфіяй Н.В.Гайшуна «Введенне в теорню лннейных 
нестацнонарных снстем». - Мн., 1999.
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X(t) = diag exp ^an(x)dx exp \ann(^)^ •

Разгледзім трохвугольную сістэму, гэта значыць сістэму (1) з 
матрыцай

%i(t) a12(t) ••• a^t)' 

0 a22(t) ••• a2n(t)

[° 0 ■■■ ann(t)J

Такая сістэма, відавочна, інтэгруецца ў замкнутай 
пачынаючы з апошняга ўраўнення, і элементы 
фундаментальнай матрыцы X(t), нармаванай у пункце

(61)

форме, 
Xi/t) 

to ^^
вызначаюцца выразамі

Xy(t) = exp fan(x)dx х

s

х exp - J au (x )dx ds
< 'o >

Xij(t) = exp ^a^xjdx

(62)

x,j(t) = O (i>j); i,j = l,n.
3 судачыненняў, y прыватнасці, вынікае, што 

фундаментальная матрыца трохвугольнай сістэмы можа быць 
выбрана таксама трохвугольнай.

Прыклад 1. Знайсці фундаментальную матрыцу X(t) сістэ-
мы
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[X3=X3-

Рашэнне. Згодна з формуламі (62) будзем мець

хп-ехр ^an(T)dx -exp JТdi
\0 \0

t
= exp — ,

x22 ~exP \а22(і:№ ~ exP \^2 dT

\0 \0

г
= ехр —

х33 = exp ^a33(t)dT = exp ^ 1 dr =exp(t),
\0 \0

x12 = exP J all (*№ ‘\al2( s)x22 (s) ’ exP
\0 0

- ^an(T)dT ds-O, 
о )

~\а22(^)^ ds = 

0 )0
х23 = еХР \ а22 (*№ J а23 (s)x33 (S) • ехР

\0

t t
= exp — - exp t----- ----1 = exp(t)-exp —

хіз = exP J 
\o

JV*/2
0

X

хexp ~^ап(х)dx ds = 
< о > \o Jo
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хехр -— ds = exp — • exp t-— -1 = exp(t)-exp

Такім чынам, фундаментальная матрыца X(t) дадзенай сістэмы 
запішацца так:

exp ехр(t) - exp
(VYl

X(t) = exp ехр( t)- exp

expit)

Тыповасць трохвугольных сістэм y першую чаргу 
тлумачыцца вядомай тэарэмай Перона. Перш, чым яе фармуляваць, 
нагадаем, што (n х л) - матрыца U называецца артаганальнай, калі 
UU' = U'U = Е (гл. [25], глава IX, § 7, с. 224). У сілу таго, што для 
любых a,b& Rn мае месца роўнасць

(Ua,Ub} = = (U'U a,b) = (a,b),

то пераўтварэнне x = U y захоўвае эўклідаву геаметрыю прасторы 

Rn, гэта значыць захоўвае даўжыні вектароў і вуглы паміж імі. 
Таму, калі ў сістэме (1) зрабіць замену х = U(t) у, дзе матрыца 
U(t) артаганальная Vtel, то ўласцівасці з пункту гледжання 
эўклідавай геаметрыі рашэнняў зыходнай і пераўтворанай сістэм 
будуць аднолькавыя.

Тэарэма 13. Усякую лінейную сістэму (1) з дапамогай арта- 
ганальнага пераўтварэння х = U(t) у можна прывесці да сістэмы 
ў = B(t) у з трохвугольнай матрыцай B(t).

Доказ тэарэмы 13 прыведзены, напрыклад, у [46], § 3.14,
с. 178- 182.
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На жаль, доказ тэарэмы 13 не дае спосабу пабудовы неабход- 
нага пераўтварэння х = U(t) у і таму гэтая тэарэма не можа быць 
выкарыстана для інтэгравання ў замкнутай форме якога-небудзь шы- 
рокага класа лінейных неаўтаномных сістэм.

2. Сістэмы Лапа-Данілеўскага.
Няхай інтэграл ад матрыцы A(t) — {a^t^j вызначаецца роў-

насцю

разгледзім сістэму (1) пры ўмове

A(t Д А(т)dx = ^ А(т)dx А(t). (63)

Лінейныя сістэмы, якія задавальняюць умове (63), часта 
называюць сістэмамі Лапа-Данілеўскага. Відавочна, што 
фундаментальная матрыца такой сістэмы, нармаваная ў пункце 
to ^ I, вызначаецца ў замкнутай форме з дапамогай роўнасці

X(t)-exp ^A(x)dT . (64)

Практыкававне 1. Праверыць роўнасць (64).
Адзначым, што дыяганальныя матрыцы заўсёды задавальня- 

юць умове (63); недыяганальныя матрыцы парадку 2x2, якія зада- 
вальняюць умове (63), маюць выгляд

аДО+ЬрДі) a2(t)>

k b2a2(t) aj(t))'
A(t) =

дзе CL](t), 0-2(0’ tel- адвольныя непарыўныя функцыі, a bj, 
b2 - сапраўдныя лікі.

Практыкаванне 2. Даказаць сфармуляванае вышэй сцвяр- 
джэнне.
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Прыклад 2. Знайсці фундаментальную матрыцу X(t) сіс-
тэмы

xt = (t + 2 sin t) X] + sin tx2, 
x2 = sin t + tx2.

Рашэнне. Згодна з формулай (64), атрымаем

^i-^T + sinT ^^![ stnT sint} 1 —~2cost + 2 1-cost
dT = exp 2 2

' 1 - COSt —
k 2 )

Дапусцім, што матрыцу A(t) можна запісаць так:
к

дзе aj(t),a2(t),

A(t) = Ya.(t)A,, (65)
і=0

(Xk(t) - лінейна незалежныя непарыўныя на I
скалярныя функцыі, Ait і — 1,к,- пастаянныя матрыцы.

Тады ўмова (63), відавочна. выконваецца, калі матрыцы 
А1,А2,...,Ак папарна камутатыўныя, гэта значыць А: Aj = 

= Aj At {i,j = l,k\ Дапусцім, што ўмова (63) выконваецца пры 

ўсіх to,tel. Тады гэтая ўмова эквівалентная функцыянальнай ка- 
мутатыўнасці матрыцы A(t):

A(t)A(T)=A(T)A(t) (t,Tel\ (66)
Сапраўды, відавочна, што патрабаванне (63) вынікае з роў- 

насці (66). Калі мае месца судачыненне (63), то, 
прадыферанцаваўшы яго па t0 і ўлічыўшы адвольнасць велічыні 
to е I, атрымаем тоеснасць (66).

Відавочна таксама, што ўсякая матрыца (65) з папарна каму- 
татыўнымі матрыцамі AItA2,...,Ak задавальняе ўмове функцыя- 
нальнай камутатыўнасці (66).
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Прыклад 3. Праінтэграваць сістэму (1) з матрыцай
' 0 2 0 sin t^

-2 0 sin t 0
A(t) = 0 - sin t 0 -2

(67)

^-sin t 0 2 o ,
Рашэнне. Матрыцу (67) можна запісаць у выглядзе (65) пры 

к = 2, a, (t) = 1, a2 (t) = sin t,
" 0 2 0 0 ' ' 0 0 0 Г
-2 0 0 0 0 0 1 0

A1 ~
0 0 0 -2

- A2 ~
0 -J 0 0 І AjAj — ^2^1

< 0 0 2 0 ; -1 0 0 0)
Значыць, яна задавальняе ўмове (63) і таму фундаментальная матры-
ца гэтай сістэмы, нармаваная ў пункце t = 0, вызначаецца формулай

Х(t) = exp^A,t)exp А2 f sin т dr
о >

= exp(Ajt)exp^A2(l - cos t

3. Сістэмы з матрыцамі спецыяльнага віду.
Няхай I = R і матрыца A(t) непарыўна дыферэнцавальная 

на R і задавальняе судачыненню
A(t)=DA(t)-A(t)D (68)

для некаторай пастаяннай матрыцы D парадку пхп. Пакажам, што 
ў гэтым выпадку фундаментальная матрыца X(t) сістэмы (1), 
нармаваная ў пункце t = 0, знаходзіцца так:

X(t) = exp(Dt)exp(Bt), (69)
дзе В - А(0)~ D.

Сапраўды, дапускаючы х = exp(Dt)y , атрымаем 
ў = -Dy + ехр(- Dt)A(t)exp(Dt)y .

3 умовы (68) вынікае, што A(t)~ exp (Dt) А(0)ехр (- Di). Тады
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y = (A(O)-D)y = By. (70)
Фундаментальная матрыца сістэмы (70), нармаваная ў пунк- 

це t = 0, вызначаецца формулай Y(t) = exp(Bt), што ў сілу ўказа-

0

най замены прыводзіць да роўнасці (69).
Прыклад 4. Лінеарызаваныя ўраўненні руху матэрыяльнага 

пункта па кругавой арбіце ў цэнтральным полі сіл у нерухомай сіс- 
тэме каардынат апісваюцца ўраўненнем (Г) з матрыцай

0 1 0'

0 0 1
3
—sin 2 (tit 0 0 , дзе co
2

—(1 - 3cos 2(ді) 0 0

0

A(t) =
2'

3 ■ , 
— sin 2

вуглавая скорасць вярчэння. У гэтым выпадку матрыца A(t) зада-
вальняе ўмове (68) пры 

'0-10 0' 

10 0 0
D= 0 0 0 -1 

^О 0 1 0
Таму фундаментальная матрыца Х(і) гэтай сістэмы, нармаваная
пры t = 0, роўна exp^Dt) exp(Bt), дзе

( 0 1 1

B = A(0)-D =

[0

0 0
0 0

-1 -1

оу
1
1

0,
У заключэнні гэтага параграфа адзначым, што тут прыведзе- 

ны толькі некаторыя выпадкі (іх спіс далёка не поўны) інтэгравання 
ў замкнутай форме неаўтаномных сістэм.
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§ 10. Матрыцант

Разгледзім лінейную аднародную дыферэнцыяльную сістэму 
x = A(t)x, (71)

дзе - л х л - матрыца A(t)eC(l+), гэта значыць каэфіцыенты

сістэмы непарыўныя ў інтэрвале 1+ = (а;°°), прычым a - лік або 

сімвал -°°. Няхай t0 & І+ і x = x(t) - рашэнне сістэмы (71), 
вызначанае пачатковай умовай

х(і0) = х°, (72)
дзе х° е Rn. Для аналітычнага прадстаўлення рашэння x(t) прыме- 
нім метад паслядоўных набліжэнняў (гл. § 1.12) у спецыяльнай фор- 
ме. 3 ураўнення (71), з улікам (72), атрымаем інтэгральнае ўраўненне 

t
x(t) = х° +\ A(tl)x(tl)dtI.

10

0
Замяняючы ў апошнім інтэграле х(t/) сумай х° + ^ А(t2 )х(t2 )dt2 , 

будзем мець:
' t <1

x(t) = x(t0) + j Aft/Jdt! хп + \Aft^dt^ A(t2)x(t2)dt2.
*0 lo f0

Паўтараючы гэты працэс неабмежаваны лік разоў, атрымаем 
фармальнае прадстаўленне рашэння:

x(t) = х° + ^ A(t1)dtl ■ х° + ^ A(tI)dt/^ A(t2)x(t2)dt2 -х°+... 
'о 'о >0

або

x(t) = £lA(x)dx х°, 
\ 'о >

(73)
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дзе
і ‘

Q.A(x)dx = E + j Aftjdt^ A(t2)dt, (74)

Рад, запісаны ў правай частцы роўнасці (74), называецца ра- 
дам Пеано. Пакажам, што рад (74) збягаецца абсалютна для любога 
/ е /’ , прычым раўнамерна на кожным адрэзку [с;</]с І+.

Сапраўды, ацэньваючы члены рада (74), атрымаем рад

(75)

Тут норма матрыцы А \ \\А\\ = max ^\а.к\ (гл. [25]I, глава XIV, § 2,

с. 385), а таксама выкарыстана няроўнасць

'о

(гл. [46], глава I, § 11, с. 52).
Няхай [c;d]a\t0 - A0;t0 + в\, дзе Ао і В дастаткова

вялікія дадатныя лікі, С = тах^Ап,В), М = max \\А(17|І Пры

t е [c;d] паслядоўна атрымліваем:

~Ч
'о

М2
2!
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У сілу таго, што \t -t0\<C, рад (75) мажаруецца радам

t I М2С2 . . , .
\Е\+ МС+-^-+...= \Е\-] + ехр(МС).

Адсюль, згодна з прыкметай Вейерштраса, атрымліваем, што дадат- 
на вызначаны функцыянальны рад (75) збягаецца раўнамерна на лю- 
бым адрэзку [c;j] С І+. Значыць, матрычны рад (74) таксама збяга-

ецца абсалютна і раўнамерна на [c;d], Дыферэнцуючы пачленна рад 
(74), атрымаем раўнамерна збежны на [c;d] рад

d QAfxjdx t
------ - = A(t)+A(t)\ A(t2)dt2 +

1 t

+ A(t)$ A(t2)dt2 J A(t3)dt3 +...= A(t) Q A(x)dx.
<0 <0 '°

Акрамя таго,
&A(x)dx = E.
l0 

t

Таму матрычная функцыя £1A(X)dx з'яўляецца матрыцантам cic- 
l0

тэмы (71), таму што яна ўяўляе сабою фундаментальную матрыцу 
сістэмы (2), нармаваную пры t = t0.

У сілу ўласцівасці адзінасці рашэнняў лінейнай дыферэнцы- 
яльнай сістэмы мае месца тоеснасць

b.A(x)dx = x[t,t0\ 
(0

дзе Х^,10) - матрыца Кашы сістэмы (71) (гл. § 1).

На аснове тэарэмы адзінасці (гл. § 4.1) атрымаем асноўную 
ўласцівасць матрыцанта
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D.A(x)dx-QA(x)dx = Q.A(x)dx, (76)
h to to

дзе t0,ti,t e I+ .
Уласцівасць матрыцанта, якая вызначана формулай (76), на- 

зываецца мультыплікатыўнасцю.

Варыянты заданняў для самастойнай працы

I. 1. Рашыць задачу Кашы:
х + у = -Зх, ў + у = х,х(0) = у(0)=1.

2. Рашыць аперацыйным метадам
х = -у,ў = 2(х + у), х(0) = у(0) = 1.

3. Знайсці, пры якіх а лінейнае ўраўненне другога парадку
, 2л

х + а x = sin—t будзе мець адзінае перыядычнае рашэнне з 
й

перыядам (0.
4. Праінтэграваць лінейную неаднародную сістэму 

х = 4х-5у + 4t, ў = x-2y + t.
5. Скласці лінейную аднародную сістэму дыферэнцыяльных ураў- 

ненняў, фундаментальная матрыца якой мае выгляд
^е' cos t е' sin t

k - sin t cos t )

II. 1. Устанавіць від частковага рашэння сістэмы
х = х-у + 2(sin t +1), ў = 2х-у + t(cos t +t).

2. Знайсці, пры якіх а лінейнае ўраўненне другога парадку 
, 2ті

х + а х = sin —t не мае перыядычных рашэнняў з перыядам (0. 
(й

3. Рашыць сістзму матрычным метадам:
хІ=2х1, х2=2х2, х3=Зх3.
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4. Знайсці агульнае рашэнне сістэмы
x = 2x-4y + te‘ ,ў = х-3у + 3е'.

5. Рашыць задачу Кашы: х2 = х2, х2 = х3, х3 = xh 
Хі(0) = х,(0)= = х3(0) = 1.

III. І.Знайсці, пры якіх а лінейнае ўраўненне другога парадку 
..2 •х + а~х = sin —t мае ўсе свае рашэнні, перыядычныя з перыя- 

дам (й.
2. Рашыць метадам Даламбера сістэму ўраўненняў 

х = 2х-4у + 1,ў = -х + 5у.
3. Рашыць задачу Кашы аперацыйным метадам:

х = х + 6х + 6е3' + 2е~2', х(0) = 0, х(0) = —.

4. Рашыць неаднародную сістэму х + у = і2,ў-х = 1.
5. Знайсці агульнае рашэнне сістэмы xt = -15xj - 6х2 + 16х3, 

х2 = -J5xj~7x2 + 18х3 +1,х3 = -19X, -8х2 + 21х3 +ег.

IV. 1. Метадам выключэння знайсці агульнае рашэнне сістэмы 
X/ = -5х/ + 2х2 +е' ,х2 = X/ +6х2+ е~2'.

2. Знайсці агульнае рашэнне сістэмы дыферэнцыяльных ураўненняў 
^! = Х2 + tg2t - 1,Х2= -X/ + tg t.

3. Няхай сапраўдныя часткі ўласных лікаў матрыцы А адмоўныя, 
f(t) - непарыўная і абмежаваная пры ўсіх teR вектар-функ- 
цыя. Знайсці абмежаванае пры ўсіх teR рашэнне сістэмы ўраў- 
ненняў х = Ах + f (t).

4. Рашыць сістэму метадам Эйлера: х = х - у + е', ў — х - 4у + е' г.
dx (a(t) Ь(іў

5. Даказаць, што лінейная сістэма — = A(t)x, А( t) = ,3 2 (b(t) a(t)J
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інтэгруецца ў квадратурах. Знайсці матрыцант гэтай сістэмы.

V. 1. Даказаць, што ўласныя лікі матрыцы ел роўны е^1, дзе А,у - 

уласныя лікі матрыцы A .
2у

2. Даказаць, што ўсе рашэнні сістэмы х = у, ў = - — абмежаваныя

пры t> 1.
3. Рашыць сістэму метадам выключэння: x-y = l,y + x = t.
4. Праінтэграваць сістэму матрычным метадам: Х]=ЗХ]+12х2-4х3, 

x2=-xt -Зх2 + х3,х3 = -Xj - 12х2 + 6х3.
У і ■ х5. Рашыць сістэму ўраўненняў і = х + ~ + tch t, ў = —у + tsh t.

VI. 1. Знайсці рашэнне сістэмы ўраўненняў х = 2х + y-7te~', 
ў = -х + 2у -1, якое застаецца абмежаваным пры / —> °о.

2. Рашыць сістэму метадам выключэння: Xj = Зх2 - Xj,

х2 = х2 + X! + е‘.
3. Рашыць сістэму метадам Даламбера: X] =-Xj + х2 + х3 + 4t2, 

х2 = X] - х2 + х3 + 12е2' ,х3 = X/ + х2 + х3 -4t.

4. Рашыць сістэму х = у, ў = x + ^y + ln t.

5. Знайсці det еА, не вылічваючы матрыцы еА , калі

1 0

А = -1 2

. 0 1

0

VII. 1. Знайсці агульнае рашэнне сістэмы хІ = -15хІ-6х2 + 16х3, 
х2 = -15х! - 7х2 + 18х3,х3 = -19X) -8х2 +21х3.
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2.

3.

Устанавіць від частковага рашэння сістэмы x = 2x-y+t+te', 
ў = 2у - х-5( 1 + е5' sin t).
Цела кінута пад вуглом а да гарызонту з пачатковай скорасцю 
v0. Лічачы супраціўленне паветра прапарцыянальным скорасці 
руху, знайсці закон руху ў залежнасці ад часу і траекторыю руху 
цела.

4.
dx

Рашыць сістэму — = Ах, х =
х; р о
х2 , А= 1 ~ 1

-1
0

5. Рашыць аперацыйным метадам: х + у - 2х = 0, ў + х - 2у =

= -5е' sin t, х(0) = 2, у(0) = 3.

VIII. 1. Рашыцьсістэму х = (а + 1)х-у,ў = х + (а-1 )у.
2. Рашыць сістэму аперацыйным метадам: х + 2ў + х + у + г = 0, 

х + ў + х + z - 0, z - 2ў - у = 0, х( 0) = у(0) = 1, z( 0) - -2.
3. Дыферэнцыяльныя ўраўненні руху свабоднага матэрыяльнага 

пункта адносна зямнога шара пад уздзеяннем сілы цяжару маюць 
d2x dy d2у dx dx d2z
dt2 dt dt2 dt dt 6 y dt2

= —gsin ф, дзе ф- шырата пункту, co- вуглавая скорасць вяр- 
чэння зямнога шара. Вызначыць залежнасць становішча пункта ад 
часу, калі пры t = 0 пункт знаходзіўся ў пачатку каардынат.

4. Вызначыць характар пункта спакою і пабудаваць фазавыя траек- 
торыі сістэмы х = —х + 5у, ў = -х + у.

5. Рашыць сістэму матрычным метадам: Xi =2xj + х2,х2 —2х2, 
*з = Зх3.

IX. 1. Рашыць метадам Даламбера сістэму X] = х2 + х3 + lOcos t, 

х2 = X/ + х3 + 2е‘ ,х3 = X! +х2 -10 sin t.
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2. Рашыць аперацыйным метадам задачу Кашы х = y-z, ў = х + у, 
z = x+z, x(0) = l,y(0) = 2,z(0) = 3.

3. Рашыць сістэму х = Ах, х =
\Х2І

4. Вядома адно рашэнне xt — -sin t, y] = cos t сістэмы ўраўненняў 
х = xcos2 t - (1 - sin t cos t)y, ў = (1 + sin cos t) + ysin2 t. 
Знайсці ўсе яе рашэнні.

5. Рашыць сістэму х + ~х = 1, ў-\ 1 + ~ \х - у = -1.

X. 1. Знайсці ўсе рашэнні сістэмы х = t(l - t)x + (t3 -12 +1 + 1)у, 

ў = (1-і)х + (і2-і + 1 )у, калі вядома, што яна мае рашэнні 
X/(t)~ паліном другой ступені, yt(t)~ паліном першай ступені.

2. Рашыць сістэму метадам варыяцыі адвольных пастаянных:
2 3

х = -4х - 2у + —---- , ў = бх + 3у -—----- .
е -1 е -1

3. Рашыць метадам Эйлера сістэму дыферэнцыяльных ураўненняў 
х = х + у + е' ,ў = х + у-е'.

4. Знайсці дэтэрмінант матрыцы ел, не вылічваючы еА, калі 
'12 З}

А= 3 2 1 .

J о
5. Рашыць сістэму х = 2у, ў = 2х.

• AXL 1. Вылічыць матрыцу е , калі A =
г 
л
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2. Рашыць сістэму х = 2х + у - 2z -1 + 2, y = -x + l,z = x + y- 
-z-t + 1.

3. Рашыць сістэму метадам варыяцыі адвольных пастаянных: 
1

х = У + ~, Ў = ~х.

4. Знайсці ўсе рашэнні сістэмы ўраўненняў х = - — -ty, ў - —, калі 

sin t sin t
вядома частковае рашэнне Xj(t) = cos t - —-—, У/(і) = —’— •

5. Рашыць сістэму метадам выключэння: Xj — 3xj - 2х2 +1, 
х2 = 3xj -4х2.

ХП. 1. Ці ўтвараюць вектар-функцыі
^2 J

фундаментальную сістэму рашэнняў сістэмы ўраў-

ненняў х = (2 sin t - cos t)x + (sin t - cos t)y, 
ў = 2(cos t - sin t)x + (2 cos t - sin t )y ?

2. Вылічыць матрыцу eA , калі A = J
3. Рашыць сістэму ўраўненняў 

z = 2x + y + 2z.

Г

2:
х = 2х + у + г,ў = -2x - z,

4. Рашыць сістэму матрычным метадам: Xj = 5xj-x2 -4х3, 
х2 = -12Х]+5х + 12х3, х3 = 10xt-3x2 - 9х3.

5. Устанавіць від частковага рашэння сістэмы х = х- у + 2 sint, 
ў = 2х-у + і(1 + cos t).

XIII. 1. Метадам варыяцыі адвольных пастаянных праінтэграваць
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2.

t2
сістэму хІ = -2х, -4x2 +l + 4t, х2 = -х7 + х2 +3 — .

Метадам Даламбера праінтэграваць сістэму х,=х2+х3 + 

+10 cos t, х2 = X/ +х3 + 2е', х3 = х3 +х2 -10 sin t.

3. Рашыць сістэму х = Ах, дзе х =
хі

,А =
4 -1 '

4.

5.

2
Рашыць задачу Кашы х = у, ў = х(-1)- 1, у(~1) = -2.

Запісаць від частковага рашэння сістэмы х = у + 2е‘

XIV. 1. Рашыць сістэму ўраўненняў х = у + sin ОУ, ў = -х.
2. Рашыць сістэму х = е' - 5х - у, ў = е2‘ + х- Зу.
3. Знайсці траекторыю руху электрона ў аднародным электрычным 

полі з напружаннем Е, калі ў пачатковы момант вядомы напра- 
мак і велічыня пачатковай скорасці электрона.

4. Знайсці еА для матрыцы A =
' 0 Г

5. Рашыць аперацыйным метадам задачу Кашы
х = 4y + z, ў = z,z = 4у; x(0) = 5,y(0) = 0,z(0) = 4.

XV. 1. Метадам Даламбера праінтэграваць сістэму х3 = 2х3 + Зх2 + 
+ 4х3, х2 = Зх, + 2х2 + 4х3, х3 = 5xj + 5х2 + 2х3.

2. Аперацыйным метадам рашыць сістэму х = -7х + у + 5, 
ў--2х-5у-37і; х(0) = у(0) = 0.

3. Цела масы т рухаецца на плоскасці х,у, прыцягваючыся да 
пункта (0;0) з сілай а2тг, дзе г- адлегласць да гэтага пункта.
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Знайсці pyx цела пры пачатковых умовах х(0) = d, у(0) = 0, 
х(0) = 0, ў(0) = v і траекторыю гэтага руху.

4. Знансці det е , не вылічваючы матрыцу е , калі
(14 2

А= 3

5. Вызначыць характар пункта спакою і пабудаваць фазавыя траек-
торыі сістэмы х = -2х - у, ў = Зх- у.



ГЛАВА FV
АГУЛЬНЫЯ ПЫТАННІСІСТЭМ 

ДЫФЕРЭНЦЫЯЛЬНЫХ УРАЎНЕННЯЎ

§ 1. Сістэмы дыферэнцыяльных ураўненняў. 
Асноўныя паняцці і азначэнні

Сістэмай дыферэнцыяльных ураўненняў парадку М будзем 
называць сукупнасць ураўненняў

^r^f t) = f](t,Xj,Xl X(tm,~l).... Xn,Xn......X^^ ),

x(n^(t) = fn(t,xl,xl x^ x„,x„ x^), (1)

дзе fj(t,Xj,...,xM).......fn(t,xl,...,xM)(M = ml+...+mn)
непарыўныя ў абсягу G ( M +1)-мернай прасторы OtXj...xM 
скалярныя функцыі.

Лік т, называюць парадкам сістэмы па зменнай xt.
Да сістэм дыферэнцыяльных ураўненняў прыводзяць, на- 

прыклад, задачы дынамікі пункта: зададзены сілы, якія дзейнічаюць 
на матэрыяльны пункт; знайсці закон руху, гэта значыць знайсці 
функцыі x-x(t),y = y(t),z = z(t), якія выражаюць залежнасць 
каардынат пункта, які рухаецца, ад часу. У агульным выпадку сіс- 
тэма, якая апісвае гэты закон, мае выгляд 

d2x dx dy dz
—Г = fi(^>x,y,z— — — dt2 ’dt-dt'dt

d2z dx dy dz

дзе x,y,z - каардынаты пункта, які рухаецца, / - час, fi,f2>f2 “ 
вядомыя функцыі сваіх аргументаў.
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Сістэмы віду (1) або (2) называюцца кананічнымі, таму што 
яны вырашаны адносна старэйшых вытворных.

Сістэма ўраўненняў п -га парадку, вырашаных адносна вы- 
творных ад шуканых функцый,

Xi=fi(t,x1,x2,...,x„),i = l,n (3)
называецца нармальнай.

Рашэннем сістэмы дыферэнцыяльных ураўненняў (1) назы- 
ваецца сукупнасць п функцый ф7^t),...,ф„(t), вызначаных на пра- 
межку (а;Ь) сапраўднай восі, калі выкананы наступныя ўмовы:
1) (^ I(t),...,^>n(t) - адпаведна тІ,...,тп разоў дыферэнцавальныя 

пры t е (а;Ь)\
2) для ўсіх t ^(а;Ь) пункт

^^/(O^ifO.^^ft)......Ф/аф/О.-> (p(nm"~')(tj}eG-, 

3) для ўсіх t е (а;Ь)
^(t^f^t^t),...^

^'^^/„(^(t),...,  ̂ t)\

1
Прыклад 1. Паказаць, што сістэма функцый Х]=- — , 

x2=—tlnt, вызначаных у прамежку 0<t<+°°, з’яўляецца ра- 
dxj 7 dx2 

шэнне.м сістэмы дыферэнцыяльных ураўненняў —— = 2txf, —т- = 
dt dt

t
dx, 2 dx2

Рашэнне. Маем —— = т, —— = -1 - In t. Падстаўляючы 
dt t3 dt

dxj dx2
ва ўраўненні дадзенай сістэмы замест хі<х2'~Т~>~Т~ іх выразы
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праз t, атрымліваем тоеснасць р- = -^- = р- і - In t-l = -In t-1, 

0 <t < +«.
Калі хі,хі,...,х\т'~,) (i = l,n) прыняць за новыя дапамож- 

ныя функцыі , то агульную кананічную сістэму (1) можна замяніць 
эквівалентнай ёй нармальнай сістэмай, якая складаецца з 
N = nt] +т2+...+тп ураўненняў. Таму далей будзем разглядаць 
толькі нармальныя сістэмы віду (3).

Прыклад 2. Прывесці да нармальнай сістэмы наступную сіс- 
d2x , dy 

тэму дыферэнцыяльных ураўненняў —j-= у, / — = 2х (t^O). 
dr dt 
dx

Рашэнне. Дапусцім, х = хІ, — = х2, У = х3. Тады будзем

dx, dy dx,
мець —— = х,, — = ——, і зададзеная сістэма прывядзецца да на- 

dt 2 dt dt
dxt dx2 

ступнай нармальнай сістэмы трэцяга парадку ~~^~х2>

dx3 2хІ
dt t3

Заўвага 1. Частковым выпадкам кананічнай сістэмы з’яў- 
ляецца адно ўраўненне п -га парадку, якое вырашана адносна ста- 
рэйшай вытворнай х(п> = f (t,x,x,...,x(n~'>). Увядзеннем новых 

функцый х = X], х = х2,...,х^"~^ = хп гэтае ўраўненне заменіцца 
наступнай сістэмай п ураўненняў:

Х1 = х2,х2 =х2,...,хп_1 =х„, 
хп = f(t,xI,x2,...,xn).

d2x
ПрыкладЗ. Адно ўраўненне ~^2~~~х з’яўляецца пры-
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ватным выпадкам кананічнай сістэмы. Калі дапусціць, што ~^ = У> 3 

dy
зыходнага ўраўнення атрымаем — = -х. У выніку атрымліваем 

at
dx dy 

нармальную сістэму ўраўненняў У’~^~ ~х-

Заўвага 2. Можна сцвярджаць і адваротнае, што, пры нека- 
торых умовах нармальная сістэма п -га парадку (3) будзе эквівалент- 
най аднаму ўраўненню парадку п . Сапраўды, дыферэнцуючы пер- 
шае ўраўненне з (3) і замяняючы х, праз іх выразы fi(t,x/,...,xn), 

dft д/, df, df,
атрымаем x7 = — + -— ■ Ji + — -f2+...+7— • fn, гэта значыць 

ot OX j OX 7 dxn
выраз віду xt = F2(t,Xj,...,xn). Дыферэнцуючы атрыманае ўраў-

dF2 dF2
ненне па /, з улікам (3) будзем мець х, = ~+ +7—’+

ot OX ]
dF2 dF2

+ т-^-/2+...+-—-fn, або xt = F3(t,xl,...,xn). Працягваючы
OX 2 O^n

далей, атрымаем х^* = Fn(t,xl,...,xn). 3 атрыманай сістэмы п-1 
ураўненняў можна, наогул кажучы, вызначыць п-1 велічынь 
х2,х3,...,хп праз t,xI,xl,...,x(ln~l). Падстаўляючы гэтыя выразы ва 

урауненне для х\ , атрымаем ураўненне віду
x(jn) =Ф(1,хІ,хІ.....х(,п-,)).

3 самога спосабу атрымання гэтага ўраўнення вынікае, што 
калі X](t),x2(t),...,xn(t) - рашэнне сістэмы (3), to x,(t) будзе яму 
задавальняць. А ў тым, што Xj(t),x2(t),...,xn(t)- рашэнні (3), 
можна лёгка ўпэўніцца (гл., напрыклад, [2], глава VII, § 1, с. 247). 
Магчымасць пераходу ад сістэмы да эквівалентных ураўненняў 
можна выкарыстаць пры рашэнні гэтых сістэм.

Прыклад 4. Рашыць сістэму х = у, ў = -х.
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d2x dy
Рашэнне. Дыферэнцуем першае ўраўненне —2" = —, вы- 

dt dt
d2x „

карыстоўваючы другое, атрымаем —т+х = 0, адкуль х = Cj cos t +

+ С2 sin t; далей з першага ўраўнення у =
dx 
dt

-Ct sin t +

+ C2 cos t. Прыведзеныя вышэй выкладкі не прывядуць сістэму да 
аднаго ўраўнення п -га парадку, калі не выконваецца ўмова выра- 
шальнасці апісанай сістэмы п-1 ураўненняў адносна х2,х3,...,хп. 
Напрыклад, сістэму xt = frft.X)), х2= f2(t,xhx2) немагчыма 
замяніць эквівалентным ураўненнем другога парадку адносна xt, але 
калі f2 сапраўды залежыць ад х,, то можна скласці эквівалентнае 
ўраўненне другога парадку адносна х2.

Будзем разглядаць сістэму (3). Калі ^l(t),...,tpn(t) - рашэн- 
не сістэмы (3) на прамежку (а;Ь), то мноства пунктаў 
(t,tyi(t),...,tyn(t)), te(a;b) называецца інтэгральнай крывой. 3 
азначэння рашэння вынікае, што інтэгральная крывая належыць аб- 
сягу G.

Задача Кашы для сістэмы (3) фармулюецца так: знайсці ра- 
шэнне ф/,...,ф„ сістэмы, якое задавальняе пры t = t0 пачатковым
умовам,

Ф/|,_, ^’Ч^-' =X20-^n\,-t ^Хп- W

Геаметрычна гэта азначае, што патрабуецца пабудаваць 
інтэгральную крывую , якая будзе праходзіць праз дадзены пункт 
абсягу G.

Калі ў сістэме (3) t разглядаць як час, xt, х2, .... х„ - як 
каардынаты пункта п -мернай прасторы (фазавай прасторы) 
ОхІх2...хп (у выпадку п = 2 гэтая прастора ёсць плоскасць OxjX2 
(фазавая плоскасць)), то яе рашэнне

X] = ^^t), х2 = ^2(t)..... хп = ^n(t) (5)
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называецца рухам, азначаным гэтай сістэмай, а шлях, які апісвае ру- 
хомы пункт у фазавай прасторы (на фазавай плоскасці), - траекто- 
рыяй гэтага руху.

Відавочна, траекторыя рашэння з’яўляецца праекцыяй адпа- 
веднай інтэгральнай крывой у фазавую прастору.

Левыя часткі сістэмы (3) ёсць складовыя (па восях каарды- 
нат) скорасці руху пункта. Таму сістэма (3) задае так званае поле ска- 
расцей рухаў, так што пункт можа праходзіць у момант часу t праз 
становішча (Х],х2,...,хп) толькі з дадзенай скорасцю.

Калі скорасць, з якой пункт праходзіць праз становішча 
(Х],Х2,...,хп), не залежыць яўна ад моманту часу праходжання, гэта 
значыць сістэма (3) мае выгляд

xi=fi(x],...,xn), і = 1,п, 
то яна называецца стацыянарнай, або аўтаномнай сістэмай.

У тым выпадку, калі ў пачатковым пункце {xt ,х2,...,хп) 
правыя часткі сістэмы (3) ператвараюцца ў нуль пры ўсіх разгляда- 
емых значэннях часу t, сістэма (3) вызначае рух віду

хІ=х°1,х2=х02,...,хп=х°п. (6)
Такі рух называюць станам спакою. Траекторыя руху (6) з’яўляецца 
пунктам (Xj ,х2,...,хп ), які называюць пунктам спакою, або пунктам 
раўнавагі сістэмы (3).

Прыклад 5. Разгледзім сістэму х = х, ў = 2у.
Знойдзем рухі, вызначаемыя гэтай сістэмай, і даследуем іх 

уласцівасці. Адзначым, што сістэма аўтаномная. Пачатак каардынат 
з’яўляецца пунктам спакою, бо правыя часткі сістэмы ператвара- 
юцца ў нуль пры ўсіх значэннях часу t. Гэтаму пункту адпавядае 
рух х = 0, у = 0- стан спакою. Усё сямейства рухаў даецца форму- 
лай Xj = С]е', у = С2е2', дзе С/,С2- адвольныя пастаянныя. 

Выдзелім X/ = С/е', у = С2е21, дзе C], С2- адвольныя пастаянныя. 
Выдзелім рух, які задавальняе пачатковым умовам х = 1, у = 1 пры
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t = 0, гэта значыць pyx, для якога рухомы пункт знаходзіцца ў 
пункце (1,1) у момант часу t = 0.

Падстаўляючы ва ўраўненне сямейства рухаў t = 0, х = 1, 
у = 1, знаходзім С1 = 1,С2=1, так што шуканым рухам будзе 
х = е', у = е2'.

Траекторыяй гэтага руху служыць паўпарабала у = х2 
(х > 0), прычым з ураўнення руху відаць, што пры t > 0 пункт 
будзе рухацца ад пункта (1,1), аддаляючыся на °° з узрастаннем t . 
Гэтатаксама відаць і з самой сістэмы дыферэнцыяльных ураўненняў, 

dx dy
бо для х> 0, у> 0 будзем мець —>0,——>0, таму з 

at at
павелічэннем часу t абедзве каардынаты х і у пункта (х,у) 
таксама павялічваюцца. Пры t <0 пункт рухаецца ад пачатку 
каардынат (t = -<») да пункта (1,1).

Нармальная сістэма (3) у вектарным запісе прымае выгляд 
дыферэнцыяльнага ўраўнення

x = f(t,x), (7)
дзе f :G —> Rn - непарыўная функцыя, G cz Rn+I, 
f = colon (j!,..., fn\ x = colon [x,,...,xn) & Rn.

Рашэннем вектарнага дыферэнцыяльнага ўраўнення (7) наза- 
вём функцыю tp:(a;b) -^ Rn, калі выкананы наступныя ўмовы: 
1) ^(t) дыферэнцавальная пры ўсіх t е (а;Ь) ;
2) [t,^(t)]eG прыўсіх t ё(а;Ь);

3) ty(t) = f(t,y(t)) пры ўсіх te(a;b).

У вектарнай форме пачатковыя дадзеныя задачы Кашы пры- 
маюць выгляд (t0,x°) е G, рашэнне ^(t) задачы Кашы павінна 

задавальняцьумове ^(t0)-x0.
У некаторых выпадках пры рашэнні сістэмы (7) бывае лягчэй
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знайсці спачатку камплексныя рашэнні сапраўднага ўраўнення, а за- 
тым выдзеліць ужо з іх сапраўдныя рашэнні (напрыклад, як у выпад- 
ку лінейных сістэм з пастаяннымі каэфіцыентамі, § 3.2).

Разгледзім нармальную сістэму дыферэнцыяльных ураўнен- 
няў

Zj = wj(t,zl,z2.....zj,j = l,n. (8)
Камплексныя рашэнні (8) будзем адшукваць пры ўмове, што 

функцыі wJ(t,z],z2,...,zn) вызначаны для камплексных значэнняў 
зменных Z],z2,.-.,zn. Можна абмежавацца, напрыклад, выпадкам, 
калі гэтыя функцыі з’яўляюцца паліномамі адносна зменных 
zI,z2,...,zn з каэфіцыентамі ў выглядзе сапраўдных або камплекс- 
ных функцый сапраўднай зменнай t, вызначаных і на інтэрвале 
(а;Ь).

Сістэму
Zj^a/t), j = l,n (9)

камплексных функцый сапраўднай зменнай t, зададзеных на нека- 
торым інтэрвале a<t <Ь, будзем называць рашэннем сістэмы (8), 
калі пры замене зменных zt функцыямі зменнай t па формулах (9) 
атрымаецца сістэма тоеснасцей па t на гэтым інтэрвале.

У тым выпадку, калі правыя часткі (8) лінейныя адносна 
Z] ,z2,...,zn, яны вызначаны для ўсіх значэнняў гэтых зменных.

Няхай t0, Zj°,z2°,...,zn° - адвольная сістэма пачатковых 
значэнняў, прычым t0 - адвольны сапраўдны лік, што задавальняе 
ўмове a<t0<b, z^ ,z2°,...,zn° - адвольныя камплексныя лікі. 

Пакажам, што існуе рашэнне Zj =K>j(t), j = 1,п сістэмы (8), якое 

будзе задавальняць пачатковым умовам Ы}(і0) = г^,] = 1,п. Пры 

гэтым усякія два рашэнні з аднолькавымі пачатковымі ўмовамі 
супадаюць на агульнай частцы іх інтэрвалаў вызначэння. Для гэтага 
заменім нармальную сістэму (8) камплексных ураўненняў
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нармальнай сістэмай (3) сапраўдных ураўненняў. Дапусцім, 
Zj = ху + iyj, j-l,n, тады замест(8) атрымаем

Xj+Wj= fj(t>*i.....xn,yI,...,yn) + igj(t,xl,...,xn,yI......yj, (10),
дзе fj i gj - сапраўдныя функцыі сапраўдных аргументаў, якія за- 
давальняюцьсудачыненням fJ(t,x/,...,xn,yJ,...,yn) + 
+ igj(t,x1,...,xn,yl,...,yn)= w/t^ +іУі,...,хп + іуп).

3 (10) будзем мець
xi=fi(t,xl,...,xn,yl,...,y„),i = l,n,

Ўі = gi(t.xl,...,x„,y1,...,yn), і = 1,п.
Такім чынам, сістэма (8) замянілася сістэмай (11).

Калі меркаваць, што правыя часткі ўраўненняў (8) з’яўляюц- 
ца паліномамі адносна zltz2,...,zn, то правыя часткі (11) fj,gj бу- 
дуць паліномамі адносна xlt...,xn,y lt...,yn. Прычым каэфіцыенты 
гэтых паліномаў будуць непарыўнымі функцыямі на інтэрвале 
(а;Ь), таму што на гэтым інтэрвале непарыўнымі з’яўляюцца 
каэфіцыенты паліномаў w,. У сілу таго, што пры гэтых умовах 
выконваецца тэарэма існавання і адзінасці рашэнняў у сапраўдным 
выпадку (гл. наступны параграф), можна сцвярджаць, мяркуючы 
Zj° = Xj°+iyj°, Wj(t) = (ру(і) + іуj(t), што існуе адзінае 

рашэнне сістэмы (11) пры пачатковых умовах <^i(t0) = x]Q, 

Ч2(‘о) = у/> j = ^n.
Таксама, як і ў сапраўдным выпадку, у выпадку камплекс- 

ным да нармальнай сістэмы можна прывесці дастаткова агульныя 
сістэмы дыферэнцыяльных ураўненняў.

Прыклад 7. Прывесці сістэму камплексных ураўненняў 
Zj = zl + iz2,z2 = z2 +iZ/ да сістэмы сапраўдных ураўненняў.

Рашэнне. Няхай Z] = Xj +iy/t z2 = x2 +iy2 ёсць камплекс- 
ныя невядомыя функцыі сапраўднай зменнай t. Падставіўшы ў да-
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дзеную сістэму, атрымаем
*1 +іЎі =(*і +іУі)2 +і(х? +іу2) = (хі2 ~Уі2 -у2)+і(2хІуІ +х2),

*2 +ІЎ2 =(х2 +ІУ2)2 + І(Х1 + ІУ1) = (х22 ~У22 ~У1) + І(?Х2У2 + хі)- 

Адкуль сістэма сапраўдных ураўненняў мае выгляд

Х1=Х12-У2-У2’ Ўі=2хіУі+х2,
*2 = х22 - У22 -Уі’ Ў2= 2х2У2 + Х1 •

§ 2. Тэарэма адзінасці

Няхай f](t,xl,...,xn),...,fn(t,x1,...,x„) - непарыўныя фун- 
кцыі са значэннямі ў R, вызначаныя для сапраўдных / з інтэрвалу 
I С. R і для пунктаў х = colon(xl,x2,...,xn) з адкрытага абсягу 

Da.Rn-, абазначым G = I х D = {(t,x):t ё I, х е d}. Як і ў § 1, 
разгледзім сістэму дыферэнцыяльных ураўненняў адносна невядо- 
мых функцый x1(t),x2(t),...,xn(t):

Х,= fi(t'xl.->xn) (І = ^п) 
або ў вектарнай форме

x = f(t,x), (12) 
дзе x(t) і f(t,x) - вектарныя функцыі (слупкі) з каардынатамі 
Xj(t),...,xn(t) і f/t,x),...,fn(t,x) адпавепна.

У якасці рашэння ўраўнення (сістэмы) (12) азначым любую 
непарыўна дыферэнцавальную функцыю ^>(t), зададзеную на 
інтэрвале Д с Z, якая прымае значэнні ў D і задавальняе тоеснасці 
Ф^> = /(лф^>), /бА.

Скажам (гл. § 1), што пастаўлена задача Кашы або пачатко- 
вая задача, калі патрэбна знайсці рашэнне ўраўнення (12), якое зада- 
вальняе пачатковай умове

x(t0) = x°. (13)
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У выпадку, калі для любых to & I, х° & D задача Кашы (12), 
(13) мае адзінае рашэнне, кажуць, што ўраўненне (12) задавальняе 
ўласцівасці існавання і адзінасці рашэнняў. Адзначым, што, як і 
раней, адзінасць рашэння тут разумеецца ў наступным сэнсе: калі 
функцыі фу/Д; ^ Z), ^2:^2 ~^ ^ задавальняюць ураўненню (12) і 
пачатковай умове (13), to ^^t) - ^2(^) Для ? е Д/ гл Д2 •

Зусім аналагічна, як і пры доказе тэарэмы 1.2, паказваецца, 
што задача Кашы (12), (13) эквівалентна сістэме інтэгральных ураў- 
ненняў

і
x(t) = х° + ^ f(l,x(T))dx, (14)

гэта значыць, што кожнае рашэнне задачы (12), (13) задавальняе 
ўраўненню (14), а кожнае непарыўнае на некаторым інтэрвале Д ра- 
шэнне ўраўнення (14) з'яўляецца рашэннем задачы (12), (13). Ка- 
жуць, што функцыя f (t,x) задавальняе ўмове Ліпшыца па вектар- 
най зменнай х на мностве G прасторы зменных (t,x), калі існуе 
такі лік L , што для любых двух пунктаў (t,x) і (t,x) з мноства G 
выконваецца няроўнасць

|/(tx)-/(tx)|< і|х-х|. (15) 

Лік L называецца канстантай Ліпшыца.
Тэарэма 1. Калі функцыя f(t,x) непарыўная на некаторым 

адкрытым мностве G прасторы зменных (/,х), задавальняе ўмове 
Ліпшыца па х на любым замкнутым абмежаваным мностве, што 
змяшчаецца ў G, і існуе рашэнне задачы Кашы (12), (13), то яно 
адзінае.

Заўважым, што патрабаванне выканання ўмовы Ліпшыца ў 
любым замкнутым абмежаваным мностве, якое змяшчаецца ў 
мностве G, можна замяніць больш моцнымі ўмовамі дыферэнца- 
вальнасці функцыі f(t,x) па х на мностве G і абмежаванасці
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частковых вытворных —— (i,j = l,n) на любон замкнутан абме-

жаванай частцы G . Гэтыя ўмовы, у прыватнасці, выконваюцца, калі
Ы —

частковыя вытворныя —— (i,j = l,n) непарыўныя на мностве G. 
oXj

Сапраўды, калі —— непарыўныя на мностве G, то па тэарэме аб 
°xj

канечным прыросце (гл. [4], глава V, § 3, с. 224) маем

fi(t.xl,x2,...,xj-fi(t,xl,x2,...,xj=^—j (X] -Хі)+...+

(хп-хп), дзе знак паказвае, што аргументы Xj

\J — l,n) павінны быць заменены праз Xj=Xj+&(Xj—Xj), 

0 < А< 1. У сілу непарыўнасці частковыя вытворныя з’яўляюцца 
абмежаванымі. Узяўшы за пастаянную L найбольшае значэнне 

абсалютных велічынь усіх вытворных -— у абсягу G , можна з 
дхі

роўнасці, указанай вышэй, атрымаць умову Ліпшыца (15). Такім 
чынам, умова Ліпшыца выконваецца пры існаванні і непарыўнасці ў 
r fy —

G частковых вытворных ^— (i,j = l,n).

§ 3. Лакальныя тэарэмы існавання

Разгледзім сістэму (12) з пачатковымі ўмовамі (13). Няхай 
адрэзак [t0 - a;t0 + a] змяшчаецца ў мностве I, а замкнуты шар
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|х е Rn :\х — х°|< г| належыць абсягу D. У сілу таго, што 

функцыя f (t,x) непарыўная, яна будзе абмежаванай на мностве

П = |(/,х). |/-/0| < а, |х-х°|<г}, 

гэта значыць |/(1,х)|< М = const, калі (t,x) ^П.

Няхай для гэтай функцыі выконваецца ўмова Ліпшыца (15) 
па зменнай х на мностве П, гэта значыць пры любых (й) і (/,х) 

з П.
Тэарэма 2. Калі функцыя f(t,x) непарыўная на адкрытым 

мностве G = IX D і задавальняе ўмове Ліпшыца па х на 
замкнутым мностве П, то задача Кашы (12), (13) мае рашэнне 
x(t) = x(t,t0,x° ), прычым у абсягу азначэння А гэтага рашэння 

змяшчаецца адрэзак [/0 - h;tn + л], дзе h = min |а,— ’ ■

Метад паслядоўных набліжэнняў Пікара, якім карыстаюцца 
пры доказе тэарэмы існавання (гл. дадатак, тэарэма 1.2), з’яўляецца 
добрым набліжаным метадам рашэння задачы Кашы. Паслядоўныя 
набліжэнні знаходзяцца адначасова для ўсіх шуканых функцый. За 
набліжэнне нулявога парадку да рашэння сістэмы (12) возьмем х^ 
з умоў (13), далей набліжэнні першага парадку будуць

x<'>W=x<»'+j/,(t,x<»>,...,x<»’)rfr.

(16)

Відавочна, што пабудаваныя функцыі з’яўляюцца непарыўнымі і не 
выходзяць з мноства П . Далей вызначым другія набліжэнні
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^(O^’^f,^!.... J‘>)dx, 

................................................................ (17) 

x(n2>(t) = x(n0) + \fn(x,x(I/>,...,x(n,))dx

Наогул т-я набліжэнні вызначаюцца праз набліжэнні (т-1)-га 
парадку такімі формуламі 

t
x^d) = х"» + \ fl(x,x(lm-,),....x(nm-,))dx.

.................................................................... (IS)

x'^d) = x1̂  + j f^.x'r'1x'„-" /dr.

Відавочна, што т-я набліжэнні, як нявызначаныя інтэгралы ад не- 
парыўных функцый, таксама з’яўляюцца непарыўнымі. Можна да- 
казаць (гл. дадатак, тэарэма 4.2), што ўсе паслядоўныя набліжэнні 
(18) належаць мноству П пры \t-t^<h, а таксама што гэтыя на- 

бліжэнні ўтвараюць паслядоўнасць, якая раўнамерна збягаецца, гэта 
значыць, што limx^d) існуе, а функцыі xt(t) = limx\m>(t) 

т—>°° т—ь<х>
даюць шуканую сістэму рашэнняў дыферэнцыяльнай сістэмы (12) 
пры пачатковых умовах (13).

Адзначым, што ў якасці нулявога набліжэння не абавязкова 
патрэбна браць пачатковыя значэнні шуканых функцый. Можна 
ўзяць любыя непарыўна дыферэнцавальныя функцыі, якія не 
выходзяць з мноства G пры \t-t0\<h. Пры гэтым самі 

паслядоўныя набліжэнні мяняюцца, але лімітавыя функцыі 
застануцца тымі ж самымі ў сілу адзінасці рашэння.
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Прыклад 1. Знайсці тры паслядоўныя набліжэнні да рашэн- 
ня задачы Кашы xI = x2,X2 = t3(xl+X2),Xi(0)=l, х2(0) = —2.

Рашэнне. Маем х^ (t) = 1, х20/(і) = -2. Карыстаючыся 
формуламі (16), знойдзем

x(/)(t) = l + j(-2)dT = l-2t, 
о

x(2J) (t) =-2 + f х3 (1 - 2) dx =-2----- .
о 4

Згодна з формуламі (17) будзем мець
' X4 t5

xl,!>(l) = l + ](-2-—)dt = l-2t-—.

1 х4 t4 1 t8x<22>(t) = -2 + \x3(l-2x-2-—)dx = -2----t5- —
4 4 5 32

Прыклад 2. Разгледзім сістэму X] = -x2 x2-xl. Гэтая cic- 
тэма мае адзінае рашэнне, якое задавальняе любым зададзеным па- 
чатковым умовам, прычым гэтае рашэнне будзе вызначана пры ўсіх 
/ . Знойдзем метадам паслядоўных набліжэнняў Пікара рашэнне, 
якое задавальняе пачатковым умовам х^О) — !, х2(0) = 0. Адпа- 
ведная сістэма інтэгральных ураўненняў будзе мець выгляд 

t t
X/ = 1 - \ x2dx, х2 = ^ x,dx. 

о о
Будуем паслядоўныя набліжэнні:
^(t)^!, x^>(t) = 0;

x^ft^l-jodx^l; 
о

x(2,)(t) = \ldx = t; 
o
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x(2)(t) = l-\x-dx = 1-—; x22)(t) = ^ldx = t;
o 2 o

1 t2 1 x2 t3x^3)(t) = l-jx-dx = l-—; x(23)(t) = \(l-—)-dx = t-—;
0 2 0 Z

t2 t4 t3
^^-T'+Tr ^^ = (~^

t2 t4 t3 t5
X1 (t)=1-^+T>; ^^-T^

Паслядоўнасці x^ft),x^ft),x(2>(t),...;x2ll>(t),x2,'l(t),x22)(t),... 
збягаюцца пры ўсіх t. Лімітавыя функцыі X/(t) = cos t, x2(t) — 
= sin t утвараюць шуканае рашэнне.

Адзначым, што прыведзеная тэарэма 2 носіць лакальны ха- 
рактар: існаванне рашэння гарантуецца толькі на малым інтэрвале 
|1 - 1J < й.

Заўвага. Пры выкананні ўмовы тэарэмы 2 з § 1 вынікае, што 
ва ўказаным наваколлі пункта t0 існуе адзінае рашэнне задачы Ка- 
шы (12), (13). Тым не менш, для лакальнага адназначнага рашэння 
задачы Кашы не абавязкова, каб функцыя / была ліпшыцавай.

Тэарэма Осгуда. Няхай функцыя f, непарыўная ў абсягу 
G, задавальняе няроўнасці

\f (t,x)~ f (і,х)\<ф(\х-х\) ^(t ,x\(f ,х} е G,

дзе функцыя Ф непарыўная, Ф<й)> 0 пры й> 0 і

Тады для любога пункта (t0,x°^e G задачу Кашы (12), (13) можна

вырашыць адназначна на некаторым адрэзку ро -h;t0
Калі патрэбна ўстанавіць толькі існаванне рашэння задачы
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Кашы, то абмежаванні на функцыю / можна істотна аслабіць.
Тэарэма Пеано. Няхай функцыя / непарыўная ў абсягу G і 

пункт [t0,x°) & G. Тады задача Кашы (12), (13) мае рашэнне, выз- 

начанае, прынамсі, на некаторым адрэзку [t0 - h;t0 + h].

Доказ тэарэм Осгуда і Пеано гл., напрыклад, у [47], глава VI, 
§ 15, с. 113; § 16, с. 121.

Для нармальнай сістэмы лінейных дыферэнцыяльных ураў- 
ненняў

х = A(t)x + f (t),
у якой матрыца A(t) \ вектар-функцыя f (t) непарыўныя на некато- 
рым адрэзку [a;b], паслядоўныя набліжэнні

x°(t) = x0, xk+1(t) = x° +\[A(x)xk(T) + f(x)]dx (к = 0,1,..:) 

'о
раўнамерна збягаюцца на ўсім адрэзку [a;b].

Сапраўды, з непарыўнасці матрыцы A(t) і вектар-функцыі 
f (t) вынікае, што існуюць такія дадатныя лікі A \ В, што

\\л(іЛ<А. \x'(t)-x‘(t)\<B

пры ўсіх t е [a;b].
Выкарыстоўваючы метад матэматычнай індукцыі, можна па- 

казаць справядлівасць няроўнасцяў

\xM(t)-xk(t)\<BAk^^- (к = 0,1,...~)

пры t е [a;b], з якіх вынікае раўнамерная зыходнасць паслядоўнасці 

{xk(t)j на ўсім адрэзку [a;b]. Таму ў выпадку лінейнай сістэмы 

ўраўненняў можна разглядаць рашэнні, вызначаныя адразу на ўсім 
адрэзку [a;b].
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§ 4. Працяг рашэнняў

Разгледзім нармальную сістэму дыферэнцыяльных ураўнен- 
няў (12), для якой выкананы ўсе ўмовы тэарэм існавання і адзінасці 
рашэнняў у некаторым абсягу G = IxD зменных t,x. Згодна з 
тэарэмай існавання для любога пункта (t0,xn)е G знойдзецца ра- 

шэнне х = x(t,t0,x°) — <^)(t) сістэмы ўраўненняў (12) з 

пачатковымі дадзены.мі (t0,x°), вызначанае ў некаторым наваколлі 
пункта t0. Можна паказаць, што наваколле, у якім вызначана 
рашэнне з пачатковымі значэннямі (to,x}), можа быць пашырана да 
некаторага максімальнага інтэрвалу. Рашэнне y(t) называецца 
працягам рашэння x(t), вызначанага на інтэрвале Д, калі яно 
вызначана на большым інтэрвале Д; D Д і супадае з x(t) пры 
t € Д.

Рашэнне называецца неабмежавана доўжаным (неабмежава- 
на доўжаным уперад або назад), калі яго можна працягваць на ўсю 
вось - оо < / < оо (на паўвось t0 < t < °° або - °° < t < t0, адпавед- 
на).

Няхай Г- граніца абсягу G . Рашэнне x(t), што задавальняе 
пачатковым умовам x(t0) = х°, называецца доўжаным уперад да 
граніцы Г, калі існуе яго працяг y(t), вызначаны на канечным 
паўінтэрвале [/0,/+), /+<°°, і такі, што пункты віду (t,y(t)) пры 

t, блізкіх да t+, не змяшчаюцца ні ў якім кампактным падмностве 
F абсягу G. Аналагічна вызначаецца працяг рашэння назад да 
самай граніцы Г.

Паяснім прыведзеныя вышэй азначэнні на прыкладзе аднаго 
ўраўнення х = f (t,x), x(t0) = х0. Няхай y(t) - працяг яго рашэн- 
ня, вызначаны пры t0 < t < t+ <°°. У тым выпадку, калі існуе 
lim y(t) = у+ і ён канечны, тады (t,y(t)) —^ (t+,y+) і лімітавы
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пункт інтэгральнай крывой ляжыць на граніцы. Напрыклад, для 
ўраўнення х = 0, G — прамавугольнік віду tl<t<t2,xI<x<x2. 
Калі ж lim y(t) не існуе, паводзіны інтэгральнай крывой паблізу 

t—»t+

граніцы Г носяць больш складаны характар. Так, напрыклад, 

функцыя х = sin — задавальняе ўраўненню x = -t ~cos~ у абсягу 

G = {(t,x):t < 0, — 1 < х < 1}. Умовы тэарэмы 2 выкананы. Ліміт 

lim x(t) не існуе, а мноства лімітавых пунктаў інтэгральнай крывой 
t->-0
запаўняе адрэзак t = 0,-1 <х< 1, што ляжыць на граніцы Г. Можа 
яшчэ сустрэцца магчымасць, калі lim y(t) = °°. Так, для ўраўнення

х = х2 рашэнне задачы Кашы x(t0) = x0 пры х0 ^Омае выгляд 

хоx(t) =-----------------. Калі ь>0,то гэтае рашэнне ператвараецца ў
l-xo(‘-to)

1 
бясконцасць пры t=t0+—.

На падставе ўсяго сказанага вышэй лагічна сфармуляваць 
наступнае

Сцвярджэнне 1. Для таго, каб рашэнне x = ^(t), 
вызначанае на інтэрвале A = (a;b)c I сістэмы (12), было 
доўжаным управа, неабходна і дастаткова, каб існаваў ліміт 

litn ф^) = 5 і пры гэтым (b,$)eG. 
t^>b-0

Заўважым, што з прыведзенага вышэй азначэння працягу ра- 
шэння вынікае, што рашэнне ф, вызначанае на Д = (a:b) с I, будзе 
доўжаным управа, за пункт b, калі існуе рашэнне ф , вызначанае на 
^і = (а;Ь^с. I, Ь, > b, звужэнне якога на (а;Ь) супадае з ф.
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Рашэнне будзем называць нядоўжаным, калі любы яго пра- 
цяг супадае з ім самім.

Прывядзём некаторыя ўласцівасці нядоўжаных рашэнняў, 
чым пакажам, што кожнае рашэнне можа быць падоўжана да рашэн- 
ня, далей нядоўжанага, і ў гэтым сэнсе нядоўжаныя рашэнні вычэрп- 
ваюць сукупнасць усіх рашэнняў.

Тэарэма 3. 1) Існуе нядоўжанае рашэнне сістэмы (12) з ад- 
вольнымі пачатковымі значэннямі з G.

2) Калі некаторае нядоўжанае рашэнне сістэмы (12) супадае з 
некаторым іншым рашэннем гэтай сістэмы хоць пры адным значэнні 
t, то яно з’яўляецца працягам гэтага рашэння.

3) Калі два нядоўжаныя рашэнні сістэмы (12) супадаюць па- 
між сабой хоць пры адным значэнні /, то яны поўнасцю супадаюць, 
гэта значыць маюць адзін і той жа інтэрвал вызначэння і роўныя на 
ім.

Тэарэма 4. Няхай I = R,ty(t) - нядоўжанае рашэнне і Д - 
яго абсяг вызначэння. Калі існуе такое кампактнае мноства К <z D, 
што <p(t) е К для 1 е Д, to А = R, гэта значыць (р(1) неабмежава- 
на доўжанае.

3 тэарэмы 4 высвятляецца наступная прычына, якая пера- 
шкаджае неабмежаванай доўжанасці (або доўжанасці на /) ра- 
шэння ф(1): існуе такі канечны момант часу Т 6 /, што калі / 
імкнецца да Т справа або злева, то пункт ф(1) пакідае любое 
кампактнае мноства, якое змяшчаецца ў D; інакш кажучы, пры 
/ —» Т вектар ф(1) неабмежавана набліжаецца да мяжы Fr(D) 
абсягу D, у прыватнасці, калі D = R", то |ф(1)|-)м пры ^ —> Т. 

Такім чынам, калі абсяг вызначэння Д нядоўжанага рашэння ф(1) 
не супадае з / , то выконваецца адна з наступных умоў:

sup k d=°°,
:nf d((p(t),Fr(Dj} = 0, (19)
teA
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дзе d(v,M) = inf \v-x\ - адлегласць ад пункта v да мноства М. 
хеМ

Прыклад 1. Разгледзім рашэнне ўраўнення х = 1 + х2 пры 
пачатковых умовах х(0) = 0.

(it
Інтэгруючы яго, атрымаем arctg x = t + C

Шуканае рашэнне пастаўленай задачы Кашы мае від х = tg t
1t It} . It . It

— — < t < — \ i, відавочна, дзве асімптоты Z = —— i t — —. Гэтае
2 2) 2 2

it
рашэнне будзе нядоўжаным лявей пункта t — — — і правей пункта

It
‘ = ~2'

Тэарэма 4 дае таксама і дастатковыя ўмовы неабмежаванай 
доўжанасці, якія, аднак, не з'яўляюцца эфектыўнымі, паколькі фар- 
мулююцца ў тэрмінах, наогул кажучы, невядомага нам рашэння. 
Таму ўзнікае задача знаходжання ўмоў неабмежаванай доўжанасці, 
якія выражаны непасрэдна праз правую частку f(t,x) ураўнення 
(12).

Няхай I = R, D — Rn і Ф^ непарыўная функцыя, вызнача- 
ная для неадмоўных сапраўдных s, якая прымае дадатныя сапраўд- 
ныя значэнні і задавальняе ўмове

7 ds 
-----= °°.{ Ф^

Тэарэма 5. Калі для ўсіх (fj) G. Rx Rn выконваецца няроў-
насць

|/Тл*>| < Ф(Ы). (21)

то кожнае рашэнне ўраўнення (12) неабмежавана доўжанае.
Заўвага. Ясна, што тэарэма 5 мае месца, калі няроўнасць (21)
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выконваецца толькі для вялікіх |х|. Таму, у якасці функцыі Ф^ 
можна ўзяць cs, c-slns, с-s-ln(lns),..., дзе с = const > 0.

§ 5. Непарыўная залежнасць рашэнняў ад пачатковых 
дадзеных і параметраў

Разгледзім пытанне аб характары залежнасці рашэнняў ды- 
ферэнцыяльных ураўненняў ад пачатковых дадзеных і параметраў. I 
пачатковыя дадзеныя, і параметры ў задачах прыкладнога характару 
знаходзяцца вымярэннем, за дакладнасць якога нельга паручыцца. 
Таму важна быць упэўненым у тым, што невялікія хібнасці ў такіх 
вымярэннях не прывядуць да вялікіх змяненняў рашэння.

Будзем разглядаць нармальную сістэму ўраўненняў
x = f(t,x,\l), (22)

правая частка якой залежыць ад параметру ц і вызначаецца на нека- 

торым адкрытым мностве G у прасторы зменных (/,х,Ц).
Тэарэма 6. Няхай выконваюцца ўмовы:

1°. функцыя f(t,x,[l) непарыўная на адкрытым мностве G і за- 
давальняе ўмове Ліпшыца па аргуменце х на любым замкнутым аб- 
межаваным мностве, што змяшчаецца ў G ;

2°. Пункт (t0,x°,\10) - адвольны з мноства G і x = ^>(t,[i) 
(ц.о—h<\l<il0+h) — сямейства нядоўжаных рашэнняў сістэмы 
ўраўненняў (22), якія задавальняюць пачатковым умовам 
(p(t0,^) = x°;

3°. пры Ц = Цо рашэнне x = (^(t,H0) зададзена на інтэрвале 
ny < t <т2 і [a;b] - адвольны адрэзак, які змяшчаецца ў інтэрвале 
(т/,т2).

Тады існуе такі лік 6>0, што пры |ц-Ц0|<О рашэнні 

x = ^)(t,[l) вызначаны пры a<t<b і для любога £ > 0 знойдзецца
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такі лік 5 (0<8<G), што пры Ц-Цо|<8 будзе выконвацца 

няроўнасць |ф(7,цЛф^М<Е для ўсіх t е [a; b], гэта значыць 

функцыя ф^/.ц) непарыўная па ц у пункце Ц = Цв, прытым 
раўнамерна адносна t наадрэзку [a;b].

3 гэтай тэарэмы вынікае, што функцыя ф^ЛЦ^ будзе непарыў- 
най на мностве a<t<b, |g-nJ<O па сукупнасці зменных 

(t^)-
Сапраўды, няхай (t],^)- адвольны пункт з гэтага мноства. 

Тады
|ф^ц;-ф</у,ц7;|<|фГлц;-ф</,ц7;|+|ф^

(гл. доказ тэарэмы 4.6, формулу (49)).
е

У сілу тэарэмы 6 для любога у > 0 знойдзецца такі лік 

Ь> 0, што

іфбЛрі^-фбЛЦ;;! е
< ~ пры |ц-ц7|<8, a<t<b.

3 непарыўнасці функцыі ф(/, Ц 7) вынікае, што для любога

~>0 знойдзецца такі 8 7 > 0, што пры |/-f7|<87 будзе

выконвацца

^(t^J-^tl^!^^-

3 атрыманых няроўнасцяў вынікае, што пры |z-/7|<37 і 

|Ц-Ц7| <8 маем

|ф^,ц>-ф^7,ц7>|<е, 

а гэта і азначае , што функцыя ф^ф) непарыўная ў пункце

9* 259



Тэарэму 6 можна абагуліць і на выпадак, калі правая частка 
сістэмы ўраўненняў (22) залежыць ад некалькіх параметраў.

Пытанне аб залежнасці рашэнняў задачы Кашы ад пачатко- 
вых дадзеных прыводзіцца да даследавання залежнасці рашэння не- 
каторай сістэмы ўраўненняў ад параметраў, што ўваходзяць у яе 
правую частку. Сапраўды, разгледзім сістэму ўраўненняў

x = f(t,x) (23)
пры пачатковых умовах x(t0 ) = хп .

Няхай
x = ^(t,t0,x°) (24)

нядоўжанае рашэнне ўказанай задачы Кашы, якое задавальняе па- 
чатковым умовам

^(t0,t0,x°) = х°. (25)
3 дапамогай замены незалежнай зменнай t - t-t0 і невядомай фун- 
кцыі

x(t ,t0,x°) = х(7 + 10)-х° (26)
атрымаем
^ = х(7 + t0) = f(7 + t0,x(7 + toj) = f(t + t0,x(7) + x°).

Калі ў якасці x(t) узяць рашэнне (24) сістэмы ўраўненняў (23), якое 
задавальняе пачатковым умовам (25), тады адпаведная функцыя (26) 
будзе рашэннем сістэмы ўраўненняў

dx ~ п
-^ = f(t+t0,x+x°), (27)

якое задавальняе пачатковым умовам 
x(O,to,x°) = 0, (28)

паколькі ў сілу (25) x(O,to,x° ) = q(t0,t0,x0 )-х° =0.
Такім чынам, даследаванне залежнасці рашэння сістэмы 

ўраўненняў (23) ад пачатковых дадзеных (t0,x°) прыводзіцца да
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даследавання залежнасці рашэння задачы Кашы (27), (28) ад пара- 
метраў 10,х°.

Таму мае месца
Тэарэма 7. Няхай выконваюцца ўмовы:

1°. Правая частка f (t,x) сістэмы ўраўненняў (23) непарыўная на 
адкрытым мностве G прасторы зменных (t,x) і задавальняе ўмове 
Ліпшыца па аргуменце х на любым замкнутым абмежаваным 
мностве, якое змяшчаецца ў G ;

2°. Пункт (і0,х°) - адвольны з мноства G \ x = ty(t,t0,x0) -ся- 
мейства нядоўжаных рашэнняў сістэмы ўраўненняў (23), якія зада- 
вальняюць пачатковай умове ф(t0,t0,x0) = х° .

3°. Пры t0 = і0,х° = х° рашэнне х = ty(t,in,х°) зададзена на 
інтэрвале mf < t < т2 і [a;b] - адвольны адрэзак, які змяшчаецца ў 
(т!;т2).

Тады існуе такі лік <5>0, што пры |/0-/0|<<7, 

^-х^С рашэнні x-^(t,t0,x°) вызначаны пры a<t<b, і 

для любога е > 0 знойдзецца такі Ь (0 <Ь<<5), што пры 
ко ~ ^)| < $ ’ |*° ~*0| < $ будзе выконвацца няроўнасць

\^(t,t0,x°)-^>(t,t0,x°)\ < е

для ўсіх te[a;b], гэта значыць функцыя ty(t,to>x°) будзе непа- 

рыўнай па t0 і хп у пункце t0=i0, х° = х°, прычым раўнамерна 
адносна t наадрэзку [a;b].

Аналагічна можна паказаць, што з тэарэмы 7 вынікае непа- 
рыўнасць функцыі ^(t,t0,x° ) на мностве a<t<b, \t0-i0\<C, 

\х° -х°\<С па сукупнасці зменных (t,t0,x° ).

Прыклад 1. Разгледзім лінейную сістэму х=у,ў=-2х-2у.
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Агульнае рашэнне гэтай сістэмы мае выгляд (гл. § 3.2) 
х = е~' (х0 cos t + (х0 + у0)sin t),

У = е~'(уо cost-(2х0 + y0)sin t\
дзе адвольныя пастаянныя х0 і у0 ёсць пачатковыя значэнні шука- 
ных функцый пры t = 0. Зададзім пачатковыя ўмовы х(0) = 0, 
у(0) = 1. Частковае рашэнне ў гэтым выпадку запішацца ў выглядзе 

х=е~’ sin t, у = е~' (cos t — sin t). Зменім цяпер пачатковыя значэнні 
шуканых функцый х0 = х0 + 8 = 8, ў0=у0 + 8 = 1 + 8 пры тым жа 
значэнні аргумента t = 0. Рашэнне ў гэтым выпадку будзе мець 
выгляд

х =е~' (8cos t + (1 + 28)sin t),

ў = е~' (ў 1 + 8) cos t - (1 + 38)sin t).

3 рознасці гэтых рашэнняў х - х = е~'(8cost + 28sin t), 

ў — у = е~'(8cost - 38sin t) відаць, што для ўсіх t>0 змяненні 
рашэнняў будуць дастаткова малымі пры дастаткова малых змянен- 
нях пачатковых значэнняў шуканых функцый. Адзначым, што акра- 
мя гэтага Нт(х-х) = 0, Нт (ў - у) = 0 пры любым 8, гэта зна- 

t-t+°° /->+<»
чыць, што ўсе рашэнні са змененымі пачатковымі дадзенымі шука- 
ных функцый асімптатычна набліжаюцца да частковага рашэння 
х, у пры t —> +°о

§ 6. Дыферэнцавальнасць рашэнняў па пачатковых 
дадзеных і параметрах

Як і ў папярэднім параграфе, спачатку будзем разглядаць ды- 
ферэнцавальнасць рашэнняў па параметрах, а затым на аснове атры- 
маных вынікаў даследуем пытанне дыферэнцавальнасці рашэнняў па 
пачатковых дадзеных.
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Тэарэма 8. Няхай у сістэме (22) функцыі f(t,x,\\.), 
df — df ~

——(t,x,[k) (j = l,n),—(t,x,[k) — непарыўныя на мностве G. 
dXj dp.
Няхай x = ^>(t,\i.) - рашэнні сістэмы (22), якія задавальняюць па- 
чатковым умовам ty(t0,[k) = х° і вызначаюцца пры a<t<b, 

||Д-Ц0|<О. Тады функцыя ^>(t,\k) разам са сваёй частковай 

Эф
вытворнай -z~—(t,[k) — непарыўная пры тых жа значэннях / і ^ .

Заўважым, што, калі ў тэарэме 8 патрабаваць непарыўнасць 
усіх мяшаных вытворных

дт
(1хІУ‘...(дхп^(^)р

(Я]+-+Яп+Р = т^к)

функцыі f(t,x,\l) па ўсіх Xj (j = l,n) і ц да Л-га парадку 
ўключна, тады рашэнне x = ty(t,[k) мае к непарыўных вытворных 
па зменнаму Ц у прамавугольніку a < t < b, |ц - Цо| < а і, значыць, 

раскладваецца па ступенях малога параметру ц па формуле Тэйлара 
^(t,\k) = \\fn(t) + ^l(t)+...+lkk\\fk(t) + o(ikk ).

Каб знайсці функцыі ^/(і) (1 = 0,к), неабходна апошняе раскла- 
данне падставіць у сістэму ўраўненняў (22) і, папярэдне расклаўшы 
правую частку па ступенях малога параметру, параўнаць каэфіцыен- 
ты пры аднолькавых ступенях ц . 3 атрыманай у выніку такіх апера- 
цый сістэмы паслядоўна знаходзім \]f0(t),\^I(t),...,\ifk(t).

У сілу таго, што
х° = ^0(to) + ^i(to)+--+^k^k(to) + o(^k )> 

пачатковыя ўмовы ў разглядаемым выпадку маюць від 
Чо(‘о) = х°'Чі(іо) = О......yk(to) = O.
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Прыклад 1. Раскласці па ступенях параметра ц рашэнне 
ўраўнення

x = x2+2\lt~', G = {(t,x):t > 0, |х| < «>} (29)

пры пачатковай умове
Шц;=-/- (зо)

Рашэнне. Згодна са сказаным вышэй, пры непарыўнасці 
вытворнай па х рашэнне будзе мець непарыўныя вытворныя па Ц 
да парадку к, а гэта значыць, што яно раскладаец-ца па ступенях 
параметра ц па формуле Тэйлара

х(і) = уо(і) + і1ч,(О + іі2у2(і)+..+і^
Падставіўшы гэтае раскладанне ва ўраўненне (29), папярэдне 

знайшоўшы x(t) і параўноўваючы каэфіцыенты пры аднолькавых 
ступенях |1 злева і справа, атрымліваем наступную сістэму для 
знаходжання \fi(t)\

b=Vo- Vo(l) = ~l> 

^і=^о^і+2Г‘ ,\}fl(l) = 0, 

Ў2=2ЧоЧ2 + Ч2і-Ч2(1) = О,

3 улікам пачатковай умовы з першага ўраўнення атрымліваем 
^ofO^-G1 ■ Падстаўляючы \f0(t) у другое ўраўненне, будзем

мець ^ = -21 ,\\ll+2t \ \]fj(l) = O. Адкуль Vj(t) = 1-Г .
Пасля падстаноўкі \|/0 і \|/ 7 у трэцяе ўраўненне атрымаем
ў2=—2і '\y2+(l-t 2 )2, ^2(1) = 0 - задачу Кашы для лінейнага
ўраўнення першага парадку (гл. § 1.6). Рашэннем гэтай задачы будзе

t 2 8 1
^^^n^-V'функцыя Такім чынам, рашэнне задачы

(29), (30) мае выгляд
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1 ( Jt 2 8 2
x(t) = -- + y. 7-^ +ц- --- + — -— +оГц->.

Гэтае раскладанне можна прадоўжыць тым жа спосабам.
Разгледзім сістэму ўраўненняў (22). Няхай л = ф(М1) -

нядоўжанае яе рашэнне, якое задавальняе пачатковым умовам 
<p(t0 ,[1) = х° . Выберам некаторае значэнне параметра Ц = |і9.

Пакажам, што вытворную
Эф

можна знайсці з дапамогай

рашэння задачы Кашы для некаторай сістэмы лінейных дыферэнцы- 
яльных ураўненняў.

Сапраўды, дыферэнцуючы тоеснасць ф^.цў =
= f (t,ty(t,lL),ll) па параметры ц , пры |1 = Цд атрымаем

d (Эф Э/ / \ ^Ф j

Эф
3 апошняй роўнасці вынікае, што вытворная z—(t,H0) задавальняе

сістэме лінейных ураўненняў
Ў= A(t)y + b(t), (31)

дзе A(t)- ^(/.(Pf/.^J.nJ ’ Ь(1^^^(1^)^\

Акрамя таго, паколькі ^(tn,\X) = х°, маем

Э<р
Такім чынам, для знаходжання вытворнай т~ft,№o) неабходна ра-
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шыць задачу Кашы для ўраўнення (31) з пачатковымі ўмовамі 
y(to)=O, а гэта значыць, што няма неабходнасці адшукваць рашэнне 
Ф^р.) для зменнай |1 і затым дыферэнцаваць яго па Ц .

Сістэму ўраўненняў (31) называюць сістэмай ураўненняў у 
варыяцыях для сістэмы (22) пры ц = ц0.

Прыклад 2. Знайсці вытворную па параметры ў пункце 
[1 = 0 рашэння (р^,|1ў ураўнення (29) пры ўмове (30).

Рашэнне. Ураўненне ў варыяцыях (31) будзе мець выгляд
-і Эф

ў = 2ty(t,[L)y + 2t , дзе y(t,y.) = —(t,[l), прычым у(1,\\.) = 0.

Значыць, шуканая функцыя y(t) = y(t,O) з’яўляецца рашэннем
ураўнення ў = 2ty(t,0)у + 2t~', што задавальняе ўмове \ц(1) = 0. У 

сілу таго, што ^(t,0) - рашэнне ўраўнення х = х~ з пачатковымі 
дадзенымі х(1) = —1, маем ^(t,O) = — t~l. Такім чынам, для таго, 
каб атрымаць Vf(t), неабходна рашыць дыферэнцыяльнае ўраўненне 
першага парадку з падзяляльнымі зменнымі (гл. § 1.4)

ў = 2Г,(1-у).
Пры ўказанай вышэй пачатковай умове з апошняга ўраўнення знахо- 
дзім \f(t) = І-t2.

Відавочна, што прыведзеная тэарэма 8 абагульняецца на вы- 
падак, калі правая частка сістэмы ўраўненняў (22) залежыць ад не- 
калькіх параметраў.

У сілу разважанняў папярэдняга параграфа, дзе даследаванне 
залежнасці рашэнняў сістэмы ўраўненняў (23) ад пачатковых дадзе- 
ных (t0,x°) было прыведзена да даследавання залежнасці рашэння 

задачы Кашы (27), (28) ад параметраў t^ і х°, сфармулюем тэарэму 
аб дыферэнцавальнасці па пачатковых дадзеных, аналагічную тэарэ- 
ме 8.
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Э/ . . —
Тэарэма 9. Няхай функцыі f(t,x) і -—(t,x) (j-l,n) -

непарыўныя на мностве G прасторы зменных (t,x). Няхай

х = ty(t,t0,xn ) - рашэнні сістэмы ўраўненняў (23), якія задаваль-

няюць пачатковым умовам ty(t,t0,x° ) = х11 і вызначаюцца пры

a<t<b, |r0 —Zo|< 6, \х° - х°\< С. Тады функцыя q(t,t0,x° )

Эф — 
разам са сваімі частковымі вытворнымі —у (j — l,n) будуць 

ах,

непарыўнымі пры тых жа значэннях (t,t0,x°).
Прыклад 3. Разгледзім аўтаномную сістэму дыферэнцыяль- 

ных ураўненняў
і = f(x) . (32)

Няхай a = (й/,а2,---,ап) - пункт раўнавагі гэтай сістэмы, гэта 
значыць, што fj(a) = 0 і сістэма X] = аІ,...,хп — ап - рашэнне (32).

Разгледзім рашэнне ty(t,xn) = colon (ty](t,x°),...,tyn(t,x°))

з пачатковымі дадзенымі (0,х°). Падлічым вытворныя 
^~o^i(t,a) = Mfji(t), (33)
dXj

карыстаючыся тым жа спосабам, які апісалі вышэй для знаходжання 
вытворнай па параметры.

Сістэма ўраўненняў у варыяцыях (31) будзе з’яўляцца 
лінейнай аднароднай сістэмай з пастаяннымі каэфіцыентамі, таму 

што ^ = a^. Маем Ўі - ^agyj, (і = 1,п). Вытворныя (33), 

якія з’яўляюцца рашэннямі апошняй сістэмы, могуць быць лёгка 
знойдзены, у той час як рашэнне ^)(t,x° ) пры зменнай х° знайсці,
наогул кажучы, цяжка.
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§ 7. Перыядычныя рашэнні квазілінейных сістэм

3 да памогай тэарэм папярэдніх параграфаў аб непарыўнасці і 
дыферэнцавальнасці рашэнняў па пачатковых дадзеных і параметрах 
даследуем важнае ў тэарэтычным і прыкладным плане пытанне аб 
існаванні перыядычных рашэнняў.

Будзем разглядаць сістэмы, якія мала адрозніваюцца ад 
лінейных, так званыя квазілінейныя сістемы

х = Ах + f (t) + pF(t,x,p.). (34)
Лічым, што ў (34) f (t) = colon^f^t),...,fn(t)) ёсць C0- 

перыядычная непарыўная функцыя пры t & R, F(t,x,\L) = 
= соіоп^ (t,x,\L),...,Fn(t,x,\L)\ зададзеная ў абсягу G = Rx Dx 

х(-е,е)- функцыя (0- перыядычная і непарыўная па t, непа- 
рыўна дыферэнцавальная па х і ц пры кожным t е R (D - некато-

ры абсяг у Л")у абсягу Ох(-е,е); А =
aijtj = l,n

А = 1,п
паста-

янная матрыца. Лік е лічым дастаткова малым, таму параметр р. 
будзем называць малым параметрам.

1 °. Выпадак адсутнасці рэзанансу.
Дапусцім, што ўласныя лікі Х} (j = l,n) матрыцы 

каэфіцыентаў задавальняюць умове адсутнасці рэзанансу (гл. § 3.6, 
п. II, вынік з тэарэмы 3.5), гэта значыць

^---- к, к &Z, і = у-1.
1 co

(35)

Згодна з вынікам тэарэмы 3.5. так званае параджальнае ўраўненне 
(ураўненне, якое атрымліваецца з (34) пры Ц = 0) мае адзінае (0-пе- 
рыядычнае рашэнне х(t).

Тэарэма 10. Сістэма ўраўненняў (34) пры ўказаных умовах 
мае (0-перыядычнае рашэнне х(і,[і), непарыўна дыферэнцавальнае
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па Ц у некаторым наваколлі пункта Ц = 0, якое імкнецца пры 
ц —> 0 да параджальнага рашэння x(t), і гэтае рашэнне x(t,\l) 
адзінае.

3 гэтай тэарэмы вынікае, што калі карані Х; характарыстыч-
нага ўраўнення, якое адпавядае ўраўненню
х(п) + a j х(п ~,} +...+а пх = f (t) + pF(t,x, х,..., х ^п ~ 1' ,\х) ,(36) 
дзе a/,...,ап - пастаянныя, f(t)~ (0-перыядычная функцыя па і, 
F - (д -перыядычная і непарыўна дыферэнцавальная па t, задаваль- 
няюць умове (35), то гэтае ўраўненне (36) мае (О-перыядычнае ра- 
шэнне x(t,n) такое, што х(і,0) = х(і),дзе x(t) - (О-перыядыч-
нае рашэнне параджальнага ўраўнення х,п) + а Іх,п~І>+...+ 
+ апх = f (t), прычым такое рашэнне адзінае. Для знаходжання пе- 
рыядычнага рашэння параджальнага ўраўнення карыстаюцца рас- 
кладаннем f(t) у рад Фур’е (гл. § 2.11).

Прыклад 1. Прыблізна вызначыць перыядычнае рашэнне 
ўраўнення х + 2х = sin t + [1х~.

Рашэнне. Будзем адшукваць рашэнне ў выглядзе
x(t,\l) = x0 (t) + ^,(t)+.. .+^пхп (t)+.... (37) 

Знаходзім перыядычнае рашэнне параджальнага ўраўнення 
х0 + 2х0 = sin t. Яно будзе мець выгляд х0 = sin t. Падстаўляючы 
рад (37) у дадзенае ўраўненне і параўноўваючы выразы пры ц злева 
і справа, атрымаем ураўненне X] + 2xj — sin't. Яго перыядычным

7 cos 2t
рашэннем будзе функцыя xt = —+—“—• Аналагічна знаходзяцца

x2(t),...,xn(t),.... Перыядычнае рашэнне запішацца ў выглядзе

x(t,\\.) = sin t + —(1 + cos 2t Jg+....

2°. Перыядычныя рашэнні пры рэзанансе. ^
Разгледзім сістэму (34) пры зробленых у п. 1° дапушчэннях, 

але не будзем патрабаваць выканання ўмовы (35). У гэтым выпадку
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ўласныя лікі матрыцы А разаб’юцца на дзве групы: 'кІ,...,‘кІп 
(0 <т<п), для якіх гэтая ўмова парушаецца, а астатнія (яны мо- 
гуць і адсутнічаць), для якіх яна выконваецца. Відавочна, \1,...,\т 

2пі
маюць выгляд -----к, к € Z. Будзем меркаваць у далейшым, што

або сярод іх няма кратных, або ім адпавядаюць толькі простыя эле- 
ментарныя дзельнікі. Сістэму (34) з дапамогай лінейнага 
неасаблівага пераўтварэння можна пераўтварыць так, каб матрыца 
А прыняла сапраўдную жарданаву форму: A — diag{B,C\ 
прычым матрыцы В адпавядаюць уласныя лікі першай групы, a 
матрыцы С — уласныя лікі другой (гл. § 3.2, п. 3°). У выніку гэтага 
сістэма прыме від

y = By + f/(t) + [iF/t.y.z, Ц/
z = Cz + f2(t) + \xF2(t,y,z>Vi),

дзе f/,f2 — (0-перыядычныя функцыі, а Ft і F2 задавальняюць тым 
жа ўмовам, што і F у (34).

Разгледзім параджальную сістэму
ў = By + f/t), z = Cz + f2(t). (39)

Будзем шукаць яе й-перыядычныя рашэнні. У сілу таго, што для 
ўласных лікаў матрыцы С умова (35) выконваецца, то другое ўраў- 
ненне (39) мае адзінае CO -перыядычнае рашэнне

z(t) = (En_m-e(aC)~’ ]e(‘-')Cf,(x)dx, z(0) = z°

(гл. § 3.4, п. 5°). Тут Ек - адзінкавая матрыца памеру кхк .

Першае ўраўненне з-за таго, што е^ = Ет, мае CO -перыя- 
дычныя рашэнні толькі тады, калі выконваецца ўмова (гл. у дадатку 
доказ тэарэмы 3.5, формула (30)) 

<0
je~,Bf/(t)dt^O. (40)
о
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Пры гэтай умове ўсе рашэнні y(t,y° ), у(0,у° ) = у° 
першага ўраўнення з (39) (0 -перыядычныя.

Будзем адшукваць пры выкананні (40) С0 -перыядычнае ра- 
шэнне сістэмы (38) y(t,y° ,z° ,[L), z(t,y° ,z° ,[і) з пачатковымі 

дадзенымі у°,z° пры t = 0, якое пры Ц = 0 ператвараецца ў па- 

раджальнае рашэнне ў(t,y'), z(t).

У сілу тэарэмы 6 рашэнне y(t,y° ,z° ,\l), z(t,y° ,zn ,[і) 
вызначаецца пры (е[0,®], калі велічыні |ц|, ^z° ~z°^ дастаткова 

малыя. Неабходнай і дастатковай умовай С0 -перыядычнасці рашэння 
y(t,y° ,z° ,Ц), z(t,yu ,z° ,[і) з’яўляецца выкананне роўнасцяў (гл. 
доказ тэарэмы 3.12, формулы (28)- (30)):

<о
0 = Y(y° ,z°4L) = J e-,BFt (t,y(t,y° ,z° ,V),z((t,y° ,z°^))dt, (41) 

0

0 = Z(y0,z0,v) = (e^ - En^)z°+je(l°-,)C[f2(t) +
o (42)

+ llF2(t,y(t,y\z\]l),z((t,yl\z\[l))^ 

(У (41) улічана (40)).
Мяркуючы ў (41) ц = 0, атрымаем, што ў(Еу° ) павінна 

задавальняць ураўненню

W(y°) = J e^FXt.yft.y0 ),z(t),O)dt = 0 . (43)
о

Няхай W(y°) = 0. Функцыі Y,Z ператвараюцца ў нуль у 
пункце (ў° ,z° ,0) і згодна з тэарэмай 9 будуць непарыўна 
дыферэнцавальнымі ў наваколлі гэтага пункта. Якабіян гэтых 
функцый (гл. [20], глава V, § 41, п. 41.3, с. 209) па зменных у ,z ва 
ўказаным пункце роўны
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det^(y° Jdet^' - En_in).

Другі множнік y гэтым выразе не роўны нулю ў сілу ўласцівасці мат- 
рыцы С. Значыць, калі выконваецца ўмова

, dW _n 
det^(y)^°, 

ov
(44)

то па тэарэме аб няяўнай функцыі (гл. там жа, с. 211) існуе адзінае 
рашэнне у° (у.), zn (\і) сістэмы (41), (42), такое, што у° (0) = ў°, 

z°(0) = z°. Пры гэтым атрыманае рашэнне непарыўна дыферэнца- 
вальнае па ц пры дастаткова малых |ц|.

Абагульняючы ўсё сказанае вышэй, сфармулюем умовы існа- 
вання (0-перыядычнага рашэння ў рэзанансным выпадку.

Калі выканана ўмова (40), ў° задавальняе ўраўненню (43) і 
мае месца (44), то сістэма (38) мае (0 -перыядычнае рашэнне у(t,^.), 
z(t^), вызначанае і непарыўна дыферэнцавальнае па ц у некато- 
рым наваколлі пункта Ц = 0 і роўнае пры Ц = 0 параджальнаму ра-
шэнню у(і,у° ), z(t). Такое рашэнне адзінае.

Да ўраўнення (42), якое вызначае няяўную функцыю 
z =z (у ,|1/ z =z (у ,0), можна прымяніць тэарэму аб няяў-

най функцыі і ў тым выпадку, калі
dW

det ~~^( V ) = 0. Тады (41) 
dy

прымае выгляд
Efy^^Y^.z^y0^))^.

Апошняе ўраўненне выконваецца пры у° =у, ц = 0.

Відавочна, V(y° ,0) = W('yn ).

Ураўненне W(yn) = 0 вызначае пачатковыя значэнні ў па-

раджальных рашэнняў, а ўраўненне V(у° ,[і) = 0 - залежнасць па-
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між у° і параметрам ц для (й-перыядычнага рашэння сістэмы (38), 

якое адпавядае параджальнаму рашэнню y(t,y° ),z(t). Гэтае ўраў- 
ненне называюць біфуркацыйным ураўненнем (ураўненнем галіна- 
вання), таму што кожнай непарыўнай галіне У°(Н). у°(О) = ў 
рашэння гэтага ўраўнення адпавядае (0-перыядычнае рашэнне сіс- 
тэмы (38), якое імкнецца пры ц —» 0 да параджальнага рашэння.

3°. Аўтаномныя квазілінейныя сістэмы.
Разгледзім аўтаномную сістэму

х = Ах +f+ \JcF(x,\)l), (45)
дзе f, F задавальняюць тым жа ўмовам, што і ў (34), але не зале- 
жаць ад Z, у прыватнасці, / - пастаянны вектар.

У сілу таго, што аўтаномную сістэму можна разглядаць як 
перыядычную па Z з адвольным перыядам, узнікае пытанне вызна- 
чэння перыяду рашэння.

Будзем адшукваць адразу перыядычнае рашэнне параджаль- 
нага ўраўнення

х = Ах + f. (46)
Калі det А ^О, ураўненне (46) будзе мець рашэнне х = х = А~' f. 

Прычым агульнае рашэнне мае выгляд х = е'Ахп + А~' f. Яно будзе 
змяшчаць перыядычныя рашэнні (не роўныя х ) толькі пры наяўнас- 
ці ў J чыста ўяўных уласных лікаў. Кожнай пары ± а і такіх 

2л 
уласных лікаў адпавядаюць перыядычныя рашэнні з перыядам —.

Значыць, неабходна адшукваць перыядычныя рашэнні з перыядам 
2п

(0(Ц), для якога С0( .

2п
Мяркуючы О) = — ^/+ ца/ выканаем замену незалежнай

зменнай па формуле t = (1 + [іа)Т. Ад (45) пяройдзем да сістэмы
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— = (l + [ia)(Ax + f + [iF) 
al

або
dx
— = Ax+ f + [1F, (x,^,a). (47)

Цяпер ужо будзем адшукваць перыядычныя рашэнні (47) з 

азначаным перыядам -—-. У сілу таго, што мае месца рэзананс, 

задача прывялася да разгледжанан у п. 2 , толькі з тон розніцан, што 
(47) змяшчае дадатковы параметр а. Ён будзе вызначацца, як 
функцыя ц разам з пачатковым значэннем х° перыядычнага
рашэння.

Прыклад 2. Знайсці перыядычнае рашэнне ўраўнення
х + ц.(х2 -1 )х + х = 0, 

якое з'яўляецца частковым выпадкам ураўнення ван-дэр-Поля.
Рашэнне. 3 улікам таго, што карані характарыстычнага 

ўраўнення, якое адпавядае параджальнаму ўраўненню, роўны +/, a 
новы час т звязаны са старым формулай t = (1 + ца) т, зыходнае 
ўраўненне прымае выгляд

d2 х 7 dx ,
—- + \х(1 + \мх)(х- -1)—- + (1 + й.а)~ х = 0 ,або
dx dx
d^x ■> dx
—~ + x = \x (1 - х^)—-2a(0)x 
dx ■ dx

+ O^2),

дзе O([l~ ) - бясконца малая велічыня парадку ц? .
Шукаем рашэнне перыяду 2п. У параджальнага ўраўнення 

любое рашэнне - перыядычнае. Яго можна запісаць у выглядзе 
х = A cos((pn + X). Паколькі ўраўненне аўтаномнае, зрухам Т 
атрымаем ф0 = 0. Запішам ураўненні (43), якія вызначаюць 
Яф = а(0):

274



2л
^[(1 - A2 cos2
0

x)A sin x + 2A^cos xjsin x dx = 0,

2п
j [(7 - А~ cos2 х)А sin х + 2A^cos xjcos х dx = 0. 
о

У выніку інтэгравання атрымаем

Адкуль, лічачы,

апошняй сістэмы

розніваецца ад

A 1 ,
— __Аз=0, А^ = 0.
2 8 н

што А ^ 0, знаходзім А~ =4, Р = 0. Якабіян
3 Л

роўны А\—- — А' . Пры A = 2, р = 0 ён ад- 
\ 2 8 J

нуля. Значыць, ураўненне ван-дэр-Поля мае
перыядычнае рашэнне х(і,[і), для якога x(t,0) — 2cos t. Яго пе- 
рыяд роўны 2п + О(ц2), таму што [3 = 0 .

§ 8. Аўтаномныя сістэмы і іх уласцівасці

Будзем разглядаць аўтаномныя сістэмы віду
х = f (х). (48)

Дапусцім, што вектарная функцыя f(x) непарыўная на некаторым 
адкрытым мностве D прасторы зменных х/,...,хп і задавальняе 
ўмове Ліпшыца ў любым замкнутым абмежаваным мностве, якое 
цалкам змяшчаецца ў D. Тады, у сілу тэарэм існавання і адзінасці, 
для любога сапраўднага ліку t0 і для любога пункта х" е D будзе 
існаваць адзінае рашэнне x-^(t) сістэмы ўраўненняў (48) у 
некаторым наваколлі пункта (t^x0). якое задавальняе пачатковай 

умове ty(t0 ) = х°.
Як было сказана ў § 1, любое рашэнне x — ^(t) сістэмы (48) 

у прасторы зменныхх/,...,х„, што называюць фазавай прасторай,

275



вызначае крывую, якую з зададзеным на ёй параметрам t называ- 
юць траекторыяй.

У кожным пункце х е D вызначаны вектар f (х), гэта зна- 
чыць, што сістэма (48) вызначае вектарнае поле на мностве D.

Калі x-^(t) - рашэнне сістэмы (48), вызначанае на некато- 
рым інтэрвале (а;Р) і (p(t0) = x°, toe (a; ft), to

^(h) = /Ыіо)) = f(^° )■

Разглядаючы t як час, з апошняга судачынення заключаем, 
што крывая x — ^(t) у мностве D з’яўляецца траекторыяй сістэмы 
(48) тады і толькі тады, калі ў кожным яе пункце хп =ty(t0) 
скорасць ф^t0) роўна значэнню вектарнага поля f (х) у гэтым 
пункце.

Рашэнне сістэмы (48) валодае наступнымі ўласцівасцямі:
1° . Калі x = ^(t) - рашэнне сістэмы (48), то пры любой 

пастаяннай С вектар-функцыя x = ty(t + C) таксама з’яўляецца 
рашэннем гэтай сістэмы.

Сапраўды,
^(?(t + C) = ^t + C) = f(q(t + С)\

2°. Дзве фазавыя траекторыі або не маюць агульных пунктаў, 
або супадаюць. Інакш кажучы, калі x — ^l(t) і х — <^~ (t)- два 

рашэнні сістэмы (48) і (р'(tj) = (р2(t2), to ty2 (t)^1 (t + т), дзе 
T = tI-t2.

Пакажам гэта. Функцыя х = ty1 (t + х), дзе X = і/ —t, у сілу 

1° будзе рашэннем сістэмы (48), а ў сілу роўнасці q1 (t!) = ty2 (t2 ) 

маем ty1 (t2 + т) = ty1 (t ]) = ty2 ft 2 ).3годна з тэарэмай 1 рашэнні 

х = ^1 (і + х) і x-^2(t) будуць супадаць, таму што яны 

задавальняюць аднолькавым пачатковым умовам пры t = t-,.
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3° . Групавая ўласцівасць: калі x = ^(t,x° ) ёсць рашэнне 

сістэмы (48), якое задавальняе пачатковым дадзеным х° = ^(О.х0 ), 

тады ф^, фбs, х° ў) = <р(/ + s,x° ).

Сапраўды, пры х1 =^(s,x°) будзем мець ^(t) — ^(t,xi) - 

рашэнне (48) і ^2 (t)-^(t -‘г s,x') таксама рашэнне (48) (гл. 1°). 

Пры гэтым ^)1 (0) = ^(О.х1) = х', Ц)2 (0) = (p(s,x° ) = х1. Гэта 

значыць, што ^ (t) і ^2 (t) задавальняюць аднолькавым пачат- 

ковым умовам. А ў сілу тэарэмы 1 ty1 (t) = ty2 (t) або (pft.qfs.x0)) = 

= ty(s + t,x° ).
У § 1 было адзначана, што пункт а называецца становішчам 

раўнавагі, або пунктам спакою аўтаномнай сістэмы (48), калі 
f(a) = O.

4° . Калі a - становішча раўнавагі , то вектар-функцыя 
x(t) = a, -оо < t < 4-0° з’яўляецца рашэннем (48).

dx da \ r
Сапраўды, — = — = 0; f\x(t)) = f (a) = 0. Інакш кажу- 

dt at
чы, калі a - становішча раўнавагі, to пункт x = a ёсць фазавая 
траекторыя.

Разгледзім цяпер x-^(t)- рашэнне сістэмы (48), 
вызначанае пры -°° <t < 4-°о (неабмежавана доўжанае). Калі 
^(t + x)-^>(t) пры ўсіх t, лік X будзем называць перыядам 
рашэння x — ^(t). Пакажам, што мноства ўсіх перыядаў рашэння 
х = ty(t), абазначым яго Р, валодае наступнымі ўласцівасцямі: 
1. Калі х& Р, то -хе Р.

На самай справе, маем ф(7 4-Т,) = ф(7/ Замяняючы t на 
t-X, атрымаем ^(t)-^(t-x), гэтазначыць- Т ёсць перыяд.
2. Калі Xj е Р, Х2 G Р, то х1 4- с, е Р.

Гэта вынікае з роўнасцяў (p(t + X/+X2) = (p(t + XJ) = (f)(t).
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3. Р - замкн}'тае мноства.
Сапраўды, у сілу непарыўнасці ty(t) маем

^(t + Tn) = wt + lim Тп = limy(t + хп) = lim ^(t)-^(t), 
/ «-»°°

дзе {Т„ } - збежная паслядоўнасць і Нт Тп = То. Такім чынам, ХоеР

і, значыць, Р - замкнутае мноства (гл. [32], глава V, § 23, п. 5, 
с. 243).

Mae месца
Тэарэма 11. Няхай траекторыя x — ^>(t) аўтаномнай сістэмы 

(48) сама сябе перасякае. Тады рашэнне ^(t) можа быць падоўжана 
на інтэрвал —<»</< +°° і мае месца адна з магчымасцяў:
1) ^(t) — a, гэта значыць рашэнне ^(t) з’яўляецца становішчам 

раўнавагі;
2) існуе такі лік Т > 0, што ф(/+ Г) = (р(?) пры ўсіх t, але пры 

0<\(і~ь\<Т будзе Ф^/>*Ф^2>-

Такім чынам, як вынікае з тэарэмы, рашэнне сістэмы можа 
быць толькі трох тыпаў: пастаянным, тады фазавая траекторыя - 
пункт; перыядычным — фазавая траекторыя замкнутая (называюць 
цыклам); неперыядычным - з траекторыяй без самаперасячэнняў.

Ізаляванае перыядычнае рашэнне сістэмы (48) (а таксама 
траекторыю К, што апісваецца гэтым рашэннем) будзем называць 
лімітавым цыклам гэтай сістэмы. Геаметрычна гэта азначае, што ў 
мностве траекторый, якія праходзяць праз пункты, дастаткова блізкія 
да К, няма замкнутых (акрамя самой К).

Няхай x = ty(t) - лімітавы цыкл сістэмы ўраўненняў (48) і 
К - замкнутая траекторыя, якая апісваецца гэтым рашэннем.

Калі ўсе траекторыі, якія пачынаюцца паблізу ад К як 
знутры так і звонку, набліжаюцца да К пры t-^+°°, то лімітавы 
цыкл называюць устойлівым (мал. 1). Калі траекторыі, што 
пачынаюцца паблізу да лімітавага цыклу, набліжаюцца да яго пры 
t —> —оо і аддаляюцца ад яго пры t —> +», гэты лімітавы цыкл
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называюць няўстойлівым (мал. 2). Калі траекторыі, якія пачынаюцца 
паблізу лімітавага цыклу, набліжаюцца да яго пры t —»+“ 
(адпаведна пры t —> -«>) знутры, а пры t —> —°° (адпаведна пры 
t -^ +<») звонку, такія цыклы называюцца паўустойлівымі (мал. 3).

Тэарэтычнае і прыкладное значэнне лімітавых цыклаў пры- 
дае асаблівую важнасць праблеме лакалізацыі і характарыстыцы гэ- 
тых траекторый. Аднак пры рашэнні адпаведных задач сустрака- 
юцца цяжкасці, якія звязаны з адсутнасцю агульных аналітычных 
метадаў пастраення лімітавых цыклаў.

Мал. 1 Мал. 2 Мал. 3
Пры высвятленні пытання існавання лімітавых цыклаў сістэмы 
ўраўненняў (48) часта карыстаюцца прынцыпам кольца, які быў 
прапанаваны Пуанкарэ: калі ўдаецца пабудаваць кольца, 
абмежаванае дзвюмя ладкімі крывымі, такое, што на ім няма пунк- 
таў спакою і ўсе траекторыі перасякаюць межы кольца, уваходзячы ў 
яго, то ўнутры гэтага кольца ёсць, прынамсі, адзін лімітавы цыкл.

На фазавай плоскасці адшукваюць кольца, як наступнае 
мноства:

г2 <(Хі-х^)2 +(х2-х°2)2 <г22.
Лімітавы цыкл усярэдзіне яго будзе існаваць, калі ўсе рашэн- 

ні сістэмы (48), якія пачынаюцца на мяжы гэтага кольца, уваходзяць 
у сярэдзіну кольца або адначасова выходзяць з яго.

Пры даследаванні ўраўненняў у Rn, п> 2 ролю лімітавых
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цыклаў адыгрываюць лімітавыя торы і больш складаныя геаметрыч- 
ныя паверхні.

Задача даследавання лімітавых тораў аналітычнымі сродкамі 
ўскладняецца. У прыватнасці, у п -мернай прасторы прынцып коль- 
ца выкарыстоўваецца эфектыўна толькі ў асобных выпадках.

Больш падрабязна аб лімітавых цыклах гл.[9], глава VII, 
§§ 53-55, с.218; [26], глава V, § 28, с. 224; [18], глава IV, §3, 
с. 139; [33], глава III, § 21, с. 210 і інш.

Прыклад 1. Ці будзе мець лімітавы цыкл сістэма ўраўненняў

Рашэнне. Няхай colon [x(t),y(t)) - рашэнне дадзенай 

сістэмы ўраўненняў. Тады
d / 7 \ dx dy s-T{x-(t) + y‘(t)) = 2x — + 2y— = 2x(y-x + x3) + 
at at at
+ 2y(-x -y + y3) = -2(x2 +y2) + 2(x4+ y4).

Калі фазавы пункт (x(t),y(t)^ знаходзіцца на акружнасці радыуса 
г. гэта значыць х = r cos ^, у = r sin ф , то

~[х2(t) + у2(t)) = -2r2 + 2r4 (cos4 q> + sin4 q) =

= -2r2^l - r2(cos4 ф + sin4 фj).

7 4 4У сілу таго, што — < cos ty + sin ф < 7, пры r < 1 маем

~(x2(t) + y2(t)] = -2r2(l-r2(cos4 ф + sin4 ф>) < -2r2(1-r2)< 0,

a пры r>y2 атрымаем ^-(x2(t) + y2(t))>0. 
dt

Адкуль, y сілу

прынцыпу кольца, вынікае, што ў кольцы 1 < х2 + у' <2 ёсць лімі- 
тавы цыкл, таму што праз акружнасці х2 + у2 - 1 і х2 + у2 = 2 
рашэнні зыходнай сістэмы выходзяць з гэтага кольца.
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Прыклад 2. Даследаваць фазавыя крывыя сістэмы ўраўнен- 
dx 7 2 2 ^У 2 \

няў — = -х-у + х(х +у ), — = х-у+у(х + у ). 
at at

Рашэнне. Пяройдзем да палярнай сістэмы каардынат 
х = р cos tp, у = р sin (р. Будзем мець

dp dtp ,
—cos ф -psin tp—- = -pros (p - psin (p + p cos <p, 
dt dt
dp dtp ,
—sin (p + pcos tp— = pcos tp-psintp + p sin tp.
dt dt

dp dtp
Вырашыўшы гэтыя ўраўненні адносна — i -^, атрымаем 

dp 2 . d(p -
— = -p( 7 — p ), — = 1. Такім чынам, ураўненне фазавых крывых 

dp 2у палярнай сістэме каардынат мае выгляд — = -pf 1 — р ) ■

Гэтае ўраўненне паказвае, што ёсць адна замкнутая фазавая 
крывая р = 1. Для астатніх фазавых крывых р, як функцыя ад (р, 
узрастае пры р > 7 і ўбывае пры 0 <р< 1. Таму зыходная сістэма, 
акрамя становішча раўнавагі 0(0,0), мае няўстойлівы лімітавы 
цыкл - акружнасць адзінкавага радыуса з цэнтрам у пачатку 
каардынат.

§ 9. Першыя інтэгралы

Разгледзім сістэму ўраўненняў ў нармальнай форме 
Xi=fi(t'Xi---xJ- (49)

дзе / : G -^ Л, Ga R^‘, і = Тп.
Будзем меркаваць спачатку, што ў абсягу G выкананы 

ўмовы тэарэм існавання і адзінасці рашэння. Значыць, калі пункт з
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каардынатамі t0,x° належыць абсягу G, то ў наваколлі гэтага 
пункта існуе адно і толькі адно рашэнне сістэмы (49), якое 
задавальняе пачатковай умове х, = xf пры t = t0, і~ 1,п. Дапусцім, 
што гэтае рашэнне мае выгляд

хі = (^^l.t^x^ ,х°2,...,х^ ), і = 1,п. (50) 
У формулах (50) указана залежнасць рашэння ад пачатковых дадзе- 
ных (t0 ,Xj ,х2 ,...,хп), якія, як параметры, могуць прымаць розныя 
значэнні. Прычым, калі выкананы ўмовы тэарэмы 9, то правыя часткі 
(50) дапускаюць непарыўныя вытворныя па t0,x^ ,х2 ,...,х^.

Разгледзім у абсягу G разам з пачатковым пунктам 
(t0,x^ ,х2 .....х^) і некаторы пункт (/,х7<...,хл), які ляжыць на інтэ- 
гральнай крывой, якая праходзіць праз дадзены пачатковы пункт. 
Значэнні t0,x°] ,х°2,...,х°п, з аднаго боку, і значэнні t,xl,...,xn, з 
другога боку , звязаны судачыненнямі (50). Калі цяпер прыняць 
пункт (t,Xj,...,хп) за пачатковы, то, у сілу ўласцівасці адзінасці, 
інтэгральная крывая, вызначаная гэтымі пачатковымі значэннямі, 
пройдзе праз пункт (t0,x^,х2 ,...,х^), прычым, відавочна, будуць 
мець месца судачыненні

х? =Wi(to’t>Xi,x2,...,xn), і = 1,п. (51) 
Апошнія формулы паказваюць, што сістэма ўраўненняў (50) можа 
быць адназначна вырашана адносна пачатковых значэнняў 
X/ ,х2 ,...,х^ у некаторым наваколлі пункта (сх7,...,х„)з абсягу G, 

прычым правыя часткі (51) дапускаюць непарыўныя частковыя 
вытворныя па t,X],x2,...,xn.

Мяняючы пачатковыя значэнні х^,х2 ,...,х^ на адвольныя 
пастаянныя С1,С2,...,Сп і надаючы параметру t0 вызначанае 
лікавае значэнне ў (51), атрымаем сукупнасць роўнасцяў

yi(t,xl,x2,...,xn) = Ci, і = 1,п. (52)
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Кожную з роўнасцяў (52) называюць першым інтэгралам 
сістэмы.

У сілу таго, што прыведзенае азначэнне першага інтэграла 
прымяняецца да ўсёй сістэмы суадносін (52), дадзім іншае строгае 
азначэнне, якое характарызуе кожны першы інтэграл паасобку. 
Далей толькі мяркуем, што пры любых пачатковых умовах 
(/0,x°)gG сістэма (49) мае рашэнне (не абавязкова адзінае) 

X/ = xI(t),...,xn = xn(t) ,такое, што х,^) = х°,...,хп(іп) = х°п .
Дыферэнцавальная функцыя \j(t,xl,...,xn), якая адрозніва- 

ецца ад пастаяннай на любым непустым падабсягу абсягу G, назы- 
ваецца першым інтэгралам сістэмы (49), калі яна захоўвае пастаяннае 
значэнне ўздоўж рашэнняў гэтай сістэмы. Іншымі словамі, для 
любога рашэння x,(t),...,xn(t) сістэмы (49)

\l(t,x](t),...,xn(t))=C.

Адзначым, што тут тэрміналогія тэорыі дыферэнцыяльных 
ураўненняў некалькі супярэчлівая. Так, тэрмін «інтэграл» выкарыс- 
тоўваюць для абазначэння розных паняццяў. Інтэгралам называюць 
рашэнне дыферэнцыяльнага ўраўнення. Інтэгралам называюць і 
агульны інтэграл, а таксама першы інтэграл, хоць у гэтых выпадках 
гаворка ідзе ўжо не аб адным рашэнні, а аб бясконцых сукупнасцях 
асобных рашэнняў. Нарэшце, інтэгралам называюць само судачы- 
ненне V = С.

Прыклад 1. Паказаць, што сістэма функцый
хІ = ^l(t,Cl,C2) = Cje~‘ + С2е3' ,х2 -^2(t,Cl,C2) = 2С]е~' -2С2е3' 
з’яўляецца агульным рашэннем сістэмы ўраўненняў

dx, dx2
-л=х'-^1Г=х^4х'-

Рашэнне. Абсяг G тут вызначаецца так: - °° < t < °°, 
— оо < Xj,x2 < оо. Падстаўляючы зададзеныя функцыі xt і х2 у сіс- 
тэму, атрымліваем з кожнага ўраўнення тоеснасць па /, якая выкон- 
ваецца пры любых значэннях пастаянных СІ,С2. Пакажам цяпер,
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што ў абсягу G функцыі X] = tyjft.Cj ,С2), x2=ty2(t,CItC2) Ра’ 
шаюць любую задачу Кашы. Адзначым, што для дадзенай сістэмы 
ўраўненняў умовы тэарэм існавання і адзінасці рашэння задачы Ка- 
шы выконваюцца ва ўсім абсягу G . Таму ў якасці пачатковых умоў 
можна ўзяць любую тройку лікаў 10,х^,х2 . Для вызначэння CltC2 

атрымаем сістэму х^ = С/С"'0 + С2е3г°, х2 = 2С/е~'0 - 2С2е3'0. 

Дэтэрмінант гэтай сістэмы \ = —4е~'0 ФО, гэта значыць, што яна 
адназначна вырашаецца адносна Ct,C2 пры любых t0,x^,х2 . А гэта 
раўназначна таму, што вырашальнай з’яўляецца любая задача Кашы. 
Таму сістэма функцый x/t х2 - агульнае рашэнне (гл. § 3.1).

Прыклад 2. Паказаць, што функцыя у(Х],х2) = х3 +х2 
з’яўляецца першым інтэгралам сістэмы Xj = х2, х2 = -Xj.

Рашэнне. Вырашыўшы дадзеную лінейную аўтаномную сіс- 
тэму з дапамогай метада выключэння (гл. § 3.2, п. 1°), знаходзім 
агульнае рашэнне

Xj(t) = С, cos t + C2 sin t, x2(t)- -C, sin t + C2 cos t.
Вызначым значэнне y(X],x2) уздоўж рашэнняў сістэмы:

Vf Xt,X2 ) = X3 +x2 = (Cj cos t + C2 sin t)‘ +

+ (-Cj sin t + C2 cos t)2 = C, + C2 = C.

Таму \f(xltx2) — xj + x2 з’яўляецца першым інтэгралам 
разглядаемай сістэмы.

;* Mae месца
Тэарэма 12. Функцыя ^^^/.....^„^з’яўляецца першым ін- 

тэгралам сістэмы (49) тады і толькі тады, калі выконваецца тоес- 
насць

Э\|/ ду 
ді дх]

Эф
(53)

ДЛЯ ўсіх (t,X]
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Уласцівасць першага інтэграла, апісаную роўнасцю (53), 
можна сфармуляваць так: вытворная першага інтэграла 
ператвараецца ў нуль у сілу дадзенай сістэмы дыферэнцыяльных
ураўненняў.

V?

Прыклад 3. Праверыць, ці з’яўляюцца функцыі \fl=t2 У2ху;
2 dx

— x-ty першымі інтэграламі сістэмы ўраўненняў ~^=~У’

-~ = —------ , у абсягу G = [t, х, y:(t, х, у) е R3, х ^ oj.

Рашэнне. Кожная з дадзеных функцый V/ і У^ непарыўна 
dy, , dy, 

дыферэнцавальная. Падлічым вытворныя -^- і — у сілу дадзе-

най сістэмы ўраўненняў
d\il, dy dx У2 -t
-— = 2t + 2x^ + 2y— = 2t + 2x------- + 2y(-y) = 0,
dt dt dt x

d^2 
dt

dx ? dy 2 У2
— -y-2ty^- = -y-y2-2ty-------^0.
dt dt x

Такім чынам, функцыя \\lj =t2 +2xy ёсць першы інтэграл зыходнай 

сістэмы ўраўненняў, а функцыя \|/2 = x — ty2 першым інтэгралам 
гэтай сістэмы не з’яўляецца.

Першыя інтэгралы \\f,,\\f2,..-,^1 т, т<п сістэмы (49) неза- 

лежныя на некаторым абсягу G cz Rn+ , калі на G ранг матрыцы 
Якабі роўны т, гэта значыць (гл. [32], глава XVI, § 82, п. 7, с. 776)

rank

dxj дхп
= т.

^т Эу«
дхп J
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Калі \|/ - першы інтэграл сістэмы (49) і h - дыферэнцавальная фун- 
кцыя без участкаў пастаянства, то кампазіцыя

$>(t,xI,...,xn) = h{y(t,xI,...,xnj) 

таксама захоўвае пастаяннае значэнне ўздоўж рашэнняў сістэмы і 
таму з’яўляецца першым інтэгралам сістэмы. Аналагічна можна 
пабудаваць першьія інтэгралы H(\\f],\\f->,...,ут), выкарыстоўва- 
ючы сукупнасць першых інтэгралаў V/.V?*---.^»!-

Сукупнасць незалежных першых інтэгралаў \\f/,\\і2,-..,\іп 
сістэмы (49) называецца базісам першых інтэгралаў, калі любы nep- 
mu інтэграл Ф можна падаць у выглядзе Ф =//(i^/,...^,,).

Лёгка ўпэўніцца ў тым, што для існавання ў (49) базіса nep- 
mux інтэгралаў \\f = (\\l, ,\\f 2 ,...,\\f п), непарыўна дыферэнцаваль- 
ных у наваколлі пункта (t0,x°) & G, неабходна і дастаткова, каб 

любая задача Кашы х(х) = х° для сістэмы (49) пры (Т,х°), 

дастаткова блізкіх да (t0,x°), мела ў наваколлі пункта Т адзінае 
рашэнне, непарыўна дыферэнцавальнае па пачатковых дадзеных. 
(Больш падрабязна гл. [27], глава V, § 6, п. 2, с. 164; [33], глава III, 
§ 16, с. 177.)

Практыкаванне 1. Даказаць крытэрый існавання базісу nep- 
mux інтэгралаў.

Наяўнасць т(т<п) незалежных першых інтэгралаў сістэ- 
мы (49) дазваляе панізіць яе вымернасць на т адзінак. Аднак нельга 
ўказаць агульнага спосабу знаходжання першых інтэгралаў. Але 
патрэбна адзначыць, што ў некаторых выпадках удаецца знайсці 
першы інтэграл шляхам пераўтварэнняў зададзенай сістэмы, у 
выніку якіх атрымліваецца лёгка інтэгравальнае дыферэнцыяльнае 
ўраўненне. Усякае такое ўраўненне называюць інтэгравальнай 
камбінацыяй. Кожная інтэгравальная камбінацыя параджае першы 
інтэграл. Аднак сярод іх могуць апынуцца і залежныя. Таму кожны 
раз пры атрыманні новага першага інтэграла патрэбна праверыць, ці 
будзе ён незалежным з раней знойдзеным.

286



Прыклад 4. Праверыць, што функцыі \f j—tx, \^ 2 = ty + х2 

dx х dy 2x2 - ty 
з’яўляюцца першымі інтэграламі сістэмы — = -у, —р-----

у абсягу G = {t, х, у:(і, х, у) & R3, t * о]і ўстанавіць незалежнасць

dVi

гэтых інтэгралаў.
Рашэнне. Праверым выкананне тоеснасці (53): 

dx
, =t~ + x = -x + x = O, 

dt dt
dy dx 2x~ 2x2

= t — + y + 2x— =----- --  y + y~----- = 0.
dt dt t t

Згодна з тэарэмай 12 функцыі l/; i y2 будуць першымі інтэграламі 
дадзенай сістэмы.

Каб вызначыць незалежнасць гэтых інтэгралаў, складзём
матрыцу

дх ду _ 1 ^
^2 ^2 ~{2х t;

. дх ду J

Ранг гэтай матрыцы роўны 2, таму інтэгралы У/ і \|/? незалежныя.
Прыклад 5. Праінтэграваць сістэму

dx, х2 dx-, х2,
-Г = —> = х^О.х^О.
dt Xj dt х2

Рашэнне. Падзяліўшы першае ўраўненне на другое, складзём 
dxj х2

інтэгравальную камбінацыю ——= —Т- Праінтэграваўшы гэтае 
dx2 X]

ўраўненне, як ураўненне з падзяляльнымі зменнымі, атрымаем 
агульнае рашэнне х2 = X/ + Cj. Таму першы інтэграл сістэмы мае 
выгляд у^х^-х*. Падставіўшы цяпер у сістэму
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х2=-^х]+С/, панізім яе вымернасць на адзінку і атрымаем 

dx і ^хі + C]
ураўненне з падзяляльнымі зменнымі —— =------------, якое мае

dt X/
агульнае рашэнне х2 + J х^ + сў = С2е2' Значыць, 

\J/p =е~2'(х2 + х2). Лёгка праверыць, падлічыўшы ранг матрыцы

Якабі, што сукупнасць першых інтэгралаў у j = х2 — х], 
V і = е~21 (х2 + х2 ) утварае базіс першых інтэгралаў.

Вырашыўшы функцыянальную сістэму ўраўненняў х2 -
-xj-C^O, х2 + х2 - С2е2'= 0 адносна X/ і х2, атрымаем 
агульнае рашэнне сістэмы

*i(t) =
'^2 2t Cl -2t z >
—e ~~^РГе > ХА1)-2 2С2 2[

2 „2і . 1 „~2'~~е + g
2 2С2

Для аўтаномнай сістэмы (48) першы інтэграл ’^(хІ,...,хп) - 
гэта некаторы закон захоўвання: велічыня \f(xI,...,xn) пры руху 
пункта ўздоўж фазавай траекторыі (гл. § 8) захоўвае тое ж значэнне, 
што і ў першапачатковы момант часу. Менавіта з такіх мер^аванняў, 
як законы захавання, і былі атрыманы многія першыя інтэгралы ды- 
ферэнцыяльных ураўненняў класічнай механікі.

Прыклад 6. Функцыя Гамільтона Н(х, р), дзе х =
= colon(xI,...,xn), p = colon(pI 
гамільтонавай сістэмы

dx, дН(х,р) dp,
dt dp, ’ dt

Сапраўды,

р„), ёсць першы інтэграл

дН(х.р) . — 
-- 7---- ,1 = 1,П.

дэяэя л^ эя' 
=1 ^ ^Р, + ,=/ ^р, [ дх, , = 0.

Тоеснасць (53) мае месца.
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Функцыя Гамільтона - гэта энергія адпаведнай механічнай 
сістэмы, і той факт, што яна ёсць першы інтэграл, азначае закон за- 
хавання энергіі.

Прыклад 7. Аднамерны рух матэрыяльнага пункта масы т 
у патэнцыяльным полі апісваецца ўраўненнем Ньютана тх -U'(x). 
Яго першы інтэграл - гэта функцыя v(x,x), якая з’яўляецца паста- 
яннай пры x-^(t), х = (p(t), дзе x-^(t) - рашэнне. Памножыў-
шы абедзве часткі ўраўнення на х, атрымаем

d тх2 
dt[~ + U(x) =0,

так што
тх2
— + U(x) = E,

дзе Е - пастаянная. Левая частка гэтай роўнасці - першы інтэграл. 
Яна носіць назву інтэграл энергіі, ён роўны суме кінетычнай энергіі і 

‘ патэнцыяльнай энергіі.
Напрыканцы дадзім азначэнне агульнага рашэння сістэмы 

(49) (гл. [33], глава III, § 16, с. 178). Няхай
\fi(t,x,,...,xn,CIt...,Cm), і = 1,п 

ёсць сукупнасць п сапраўдных функцый, зададзеных у абсягу 
G С. Rn+m+I. Гэтая сукупнасць вызначае на G агульнае рашэнне 
сістэмы (49), калі пры кожным дапусцімым наборы пастаянных 
С],...,Ст сістэма ўраўненняў адносна хк

\\ll(t,x],...,xn,Cl,...,Cm) = 0 і = 1,п (54)
вызначае адно або некалькі рашэнняў сістэмы (49). Часам сістэмы 
(54) вызначаюць пры ўсіх магчымых Ск усе рашэнні (49), але ў 
агульным выпадку яны даюць толькі частку сямейства рашэнняў 
сістэмы (49). Калі з дапамогай рашэнняў сістэм (54) можна рашыць 
любую пачатковую задачу на G , то, дапоўніўшы мноства рашэнняў 
сістэм (54) асаблівымі і састаўнымі (гл. [33], глава II, § 10, с. 122- 
123) рашэннямі, атрымаем усе рашэнні сістэмы (49).

10 Зак. 970 289



§ 10. Метад нармальных формаў у тэорыі аўтаномных сістэм

Разгледзім сістэму віда
x = f(x), (55)

дзе f(x) = colon{fl(x),...,fn(xj} - вектар-функцыя, вызначаная ў

некаторым абсягу V п -мернай камплекснай прасторы Сп для ўсіх 
\х\<а0,{у = {х G Сп:\х\ < а0}\

Будзем меркаваць, што сістэма (55) мае становішча раўнавагі 
х = 0 і што f (х) аналітычная ў абсягу V .

Як вядома, функцыю f -.V -^ С1 называюць аналітычнай

(або галаморфнай) у абсягу V а Сп, калі для кожнага пункта b eV 
існуе абсяг Р = ^е C".jxy "^ rj> j = Рп^, Р eV з цэнтрам у 

пункце b і ступенны рад
Z ак,.. к„(хі-Ьі)к,...(хп-Ьп)к", 

к/,...,к„>0
збежны да функцыі f (х) у кожным пункце (гл. [36], с. 267).

Запішам f (х) у выглядзе

дзе %/. J^n'

J = Pn

f(x)= Ах + Х(х), (55')

матрыца з камплекснымі элементамі,

X = colonfXj,..., Хп), прычым

^,= £ ^...^X^-.X^,

Чі+-+Ч„=2
(56)

Х<к> = X ^^...Ч")ХЧІ,...ХЧП". 
Чі++Ч„=к

і = 1,п, qt - цэлы неадмоўны лік.
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Адзначым, што вектарны рад Х(х) будзем лічыць збежным, 
калі можна ўказаць такое наваколле пачатку каардынат, у якім усе 
каардынатныя рады (56) збягаюцца. Калі ж рад Х(х) разбежны, у 
любым наваколлі пачатку каардынат або аб яго збежнасці нічога не 
сцвярджаецца, то гэты рад будзем лічыць фармальным і пры яго 
дыферэнцаванні, падстаноўцы ў іншы рад будзем ставіцца да яго, як 
да збежнага.

Вектарную функцыю Х,к> = colon(X(]k>,...,Х(пк)) будзем 
называць аднародным вектарным паліномам парадку к.

У збежнай сістэме (55) з дадзенай правай часткай выканаем 
замену зменных

х = У + Ч>(у), (57) 
дзе ty(y) - збежны рад. Дапусцім, што гэтая замена прывядзе да 
сістэмы

y=Ay + Y(y). (58) 
Дыферэнцуючы (57) па / і лічачы х і у адпаведна рашэннямі сіс- 
тэм (55) і (58), атрымаем судачыненне

Эф Эф
-^Ay-A^ = X(y + ^)-^-Y-Y. (59) 
ay ay

Такім чынам, каб сістэма (55) з дапамогай замены (57) прывялася да 
сістэмы (58), неабходна і дастаткова, каб ф задавальняла ўраўненню 
з частковымі вытворнымі (59). У тым выпадку, калі X,Y,ty - 
фармальныя рады, роўнасць (59) неабходна разумець як роўнасць 
радоў, гэта значыць роўнасць іх каэфіцыентаў у левай і правай 
частках пры аднолькавых ступенях у^' yV ■■■Уп" ■

Будзем казаць аб фармальных сістэмах (55) і (58), што яны 
фармальна эквівалентныя, калі існуе такая падстаноўка (57), дзе ф- 
фармальны рад, якая пераводзіць (55) у (58). Калі, у прыватнасці, 
рады X,Y,ty - збежныя, то аналітычныя сістэмы (55) і (58) будзем 
называць аналітычна эквівалентнымі.

Абазначым уласныя лікі матрыцы А праз ’кІ,...,\п.
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Mae месца
Тэарэма 13. Калі выконваюцца няроўнасці

q]kJ+...+qnk„-'ki *0,і = 1,п, q,+q,+...+qn>2, (60)
то сістэма (55) будзе фармальна эквівалентнай любой наперад зада- 
дзенай сістэме (58), прычым рад (р у (57) вызначаецца адзіным чы- 
нам.

Калі ўмовы (60) выконваюцца не пры ўсіх і = 1,п; 
Ч1 + ch+'-'+qn-2' то тады некаторыя з ураўненняў, што

оо 

атрымліваюцца з (59), калі падставіць туды ф = ір^; (гл. (63) з 
к=2

дадатку), могуць быць невырашальнымі.
Аднак, карыстаючыся крытэрыем сумяшчальнасці сістэмы 

лінейных ураўненняў (тэарэма Кронекера-Капелі, гл. [34], глава I, 
§ 9, с. 42), неабходным выбарам Y(k) можна зрабіць указаныя ўраў- 
ненні вырашальнымі, хоць і неадназначна. У выніку атрымаем сістэ- 
му (58), фармальна эквівалентную сістэме (55).

3 дапамогай лінейнай неасаблівай замены зменных 
прывядзём матрыцу А да жарданавай формы і будзем разглядаць 
цяпер сістэму

х = Jx + Х(х). (61)
оо

Прадставім ф у выглядзе ф = ^ф^ , дзе 
к=2

q/k) =Cvlon(^k),...^ X Ф^.. ^Уі'-Уп"'

тады (59) прыме выгляд

— Jy - J^(k) = F(k) (^т), Yu), Х(,)) - Y<k>, (62)
ду

т < к, j < к, і < к.
Пры доказе лемы 4.1 з дадатку было паказана, што матрыца 

аператара левай часткі (62) з’яўляецца ніжнетрохвугольнай з велічы- 
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нямі ql'kI+...+qnXn -X, па галоўнай дыяганалі. Значыць, каэфіцы- 
енты ф/'.. ч"^ вектарнага аднароднага палінома вызначаюцца ўраў- 
неннямі

(?д,+^+9,х« -’-,)ч>1’...."-^F^^ - If''-*’, (63) 

дзе F^4'.. Чп) -вядомая велічыня, калі вылічваць гэтыя каэфіцыенты 
ва ўказаным парадку (гл. доказ лемы 4.1).

Калі
q^j+...+д^,,-Хі ^ 0, (64)

тады ф^'.. ч"> вызначаецца адназначна. Калі ж
qI’kl+...+qn’kn-\i=0, (65)

тады ўраўненне (63) будзе вырашальным толькі пры ўмове 
у^Яі -’Яп)-р(яі- Чп) ррЫ гэтым ф^..Ч"> будзе адвольнай велічы- 
нёй, якую можна лічыць роўнай нулю.

Тыя каэфіцыенты ступенных радоў, якія адпавядаюць такім 
і, q,i = 1,п; qj + q2+...+qn > 2, што задавальняюць (65), будзем 
называць рэзананснымі. Пры выкананні ўмовы (64) назавём іх нерэ- 
зананснымі. Пры гэтым судачыненне (65) называецца рэзанансным 
судачыненнем.

Адзначым, што прыведзеныя азначэнні маюць месца толькі ў 
выпадку, калі А = J - жарданава матрыца.

Падводзячы вынікі, можна сцвярджаць, што сістэма (61) 
будзе фармальна эквівалентнай любой сістэме

y = Jy+Y(y) (66)
з адвольнымі нерэзананснымі каэфіцыентамі. Пры гэтым рэзананс- 
ныя каэфіцыенты ў радзе ф(у) можна выбіраць адвольна. Пры 
выбраных адвольных каэфіцыентах астатнія каэфіцыенты ф і Y 
вызначаюцца адзіным чынам.

Сістэму (66), у якой усе нерэзанансныя каэфіцыенты 
Yf4'. q"l роўны нулю, будзем называць нармальнай формай сістэмы 
(61). Пераўтварэнне (57) да нармальнай формы (66), у якой усе рэза-
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нансныя каэфіцыенты ф^ ;.. ч"^ роўны нулю, называюць стандарт- 
ным нармалізуючым пераўтварэннем.

Адзначым, што калі разглядаць толькі стандартныя нарма- 
лізуючыя пераўтварэнні, то нармальная форма сістэмы вызначаецца 
адзіным чынам.

Прыклад 1. Няхай п = 2, X/ = a, Х2 = -a, а* 0. 
Рэзананснае судачыненне мае выгляд

(^і~Я2~О^ = 0 пры і = 1,
(q]-q2 + ])а = 0 пры і = 2.

Значыць, нармальная форма (66) мае наступны выгляд
Ўі = ^У/ +УіРі(УіУ2)’
Ў2 =~^У2 +У2Р2(У1У2)’

дзе Pj, Р2 - фармальныя рады па ступенях здабытку у,у2 без сва- 
бодных членаў.

Прыменім апісаны вышэй метад прывядзення сістэмы (55) 
пры ўмове (55') да нармальнай формы для даследавання размяшчэн- 
ня траекторый гэтай сістэмы ў дастаткова малым наваколлі пачатку 
каардынат. Будзем разглядаць сапраўдную сістэму (55) пры ўмове 
(55') для п = 2. (Даследаванне размяшчэння траекторый у такой 
лінеарызаванай сістэме х — Ах было праведзена ў § 3.8.)

1°. Дапусцім |Х./|<|Х,|. Рэзананснае судачыненне (65) для 

вызначэння рэзанансных i,q мае выгляд
qiXi+q2X2-Xj=0, ^~Х2; Яі+Я2-^- <ЎТ) 

Пры і = 1 судачыненне (67) не мае рашэнняў. Пры і-2, калі 
Х2 ^ІХ/ пры I > 1 - цэлым, (67) таксама не мае рашэнняў. У выпад- 
ку, калі і = 2, Х2 = IX/, тады q/ — I, q2 = 0. Нармальная форма пры 
гэтым мае выгляд

Ўі^іУі- Ў2 = ^2У2 (68)
у першым выпадку і

Ў1 =^іУі> Ў2 = ^2У2 + аУі (69)
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у другім. Можна паказаць, што ў разглядаемым выпадку стандартнае 
нармалізаванае пераўтварэнне збягаецца. Відавочна, што (68) ёсць 
частковы выпадак (69) пры а = 0.

Паўвосі восі у2 з’яўляюцца траекторыямі. Каб знайсці астат- 
нія траекторыі, праінтэгруем лінейнае ўраўненне (гл. § 1.7)

Агульнае рашэнне гэтага ўраўнення мае выгляд

калі a *0.

У абодвух выпадках інтэгральныя крывыя датыкаюцца восі У] у па- 
чатку каардынат і гэтым пунктам падзяляюцца на дзве траекторыі.

Атрымліваем схему размяшчэння траекторый тыпу той, што 
адлюстравана на мал. 3.8.1, 3.8.2.

Гэтая схема для разглядаемай сістэмы ў дастаткова малым 
наваколлі пачатку каардынат пападае пад уздзеянне аналітычнага 
пераўтварэння, блізкага да афіннага. Пры гэтым каардынатныя восі 
пяройдуць у крывыя X] =($]((),у2), х2 — У2+ ty2(0,y2) і X/=yj + 
+ Уі(У]>0)’ х2 = ^>2(у/,0), лзе У/,у2 разглядаюцца як параметры, 
што мяняюцца ў некаторым наваколлі нулявога пункта. Першая з 
гэтых траекторый пачаткам каардынат разбіваецца на дзве паўтраек- 
торыі, а ўсе астатнія ў пачатку каардынат маюць агульную датычную 
з другой траекторыяй, якая ў сваю чаргу складаецца з паўтраекторый 
толькі пры a = 0. Такое размяшчэнне траекторый таксама называец- 
ца вузлом.

2 . Судачыненні (67) у залежнасці ад тыпу ліку — будуць па- 

рознаму вызначаць рэзанансныя каэфіцыенты q/,q2. Так, калі
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-— будзе ірацыянальным лікам, тады (67) не мае рашэнняў, гэта

значыць нармальная форма лінейная
Ў1=^1У1> Ў2=^2У2- (7°)

^2 Р2 Р2
Калі ж -— = — —, дзе —- нескарачальны дроб, то пры і — 1 з (67) 

^і Рі Р/

атрымліваем q t -1 — q2 — = 0, адкуль --------= —. Значыць, пры
Р1 Чі-I Р2

і — 1 маем qj — 1 = 1р2, Я2~^Р1< l^N. Такім чынам, пры рацыя-

нальным — нармальная форма мае выгляд

У/^^/У/+У/ХЬ/(урУ2')'’

'=' ; (71)
Ў2 =^2У2+У2НаІ (У12 У^ /■

1=1

3 формул (70) і (71), калі рад у правай частцы збежны, можна заклю- 
чыць, што размяшчэнне траекторый мае тып сядла. Але ў гэтым вы- 
падку не заўсёды можна апісаць паводзіны траекторый сістэмы (54), 
таму што пераўтварэнне да нармальнай формы можа быць разбеж- 
ным у любы.м наваколлі пачатку каардынат. Але, калі гэтае 
наваколле дастаткова малое, можна іншымі метадамі сцвярджаць 
(гл. главу V), што сядлу ў лінейнай сістэме адпавядае сядло ў 
нелінейнай сістэме.

3° . Разгледзім выпадак, калі ^=0 + ^, Х2=а-ф, 
а/0, р>0.

Прыводзячы матрыцу А да жарданавай формы J (гл. § 3.3., 
п. 2°), атрымаем сістэму

хІ = (а + ф)хІ + ХІ(хІ,х2), 

х2=(а-і$)х2 + X2(xhx2),
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дзезменныя xt і х2 камплексна-спалучаныя, х2 =Xj. Таму і 

X2-Xh гэта значыць, калі

х,= j x^’W.

41+42=2
TO

r - V y^i 42)л 2 — / < л 1 x2 ’
41+42=2

або X2 атрымліваецца з X] заменай каэфіцыентаў раскладання на 
спалучаныя, х2 на Xj, х1 на х2.

Нармальная форма сістэмы (72), згодна з (67), будзе лінейнай
Ўі=(а + і^)Уі, Ў2 =(a - ф)у2 . (73)

Разгледзім стандартнае нармалізуючае пераўтварэнне 
Хі=Уі+^і(Уі>У2)’

*2 =У2+У2(У1’У2)-

Практыкаванне 1. Паказаць, што пераўтварэнне (74) будзе 
збежным (гл. [27], глава VIII, § 4, с. 264).

Пакажам, што h2 =h], У дадзеных умовах судачыненне (59) 
прыме выгляд
Эф, Эф

fa + І^)У1 + 3— (a-$)У2 -^J^j = Х2(У1+Ч>1-У2 + Ч>2)’№ 
ОУі °У2

j = l,2-
У сілу таго, што Х2 = X/, члены другога парадку ў фу бу- 

дуць камплексна спалучанымі, ф^ = Ф/ ^ Няхай да членаў парад- 
ку, меншага за к, ^2 = ^,. Тады гэтая ўласцівасць мае месца і для 
членаў парадку к. Сапраўды, з (75) маем

(a + і^)у] + у- fa - ф)у2 - (a + і&^ =
дуі dy2
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= {^і(Уі+^>і.У2+^2)}(к)- (76)

Падставім рысу над усімі членамі гэтай роўнасці. Атрымаем, што 
ф/*^ задавальняе таму ж ураўненню, што і ф^\ з-за таго, што пра- 

вая частка (76) залежыць ад (р^, ф^, для якіх s<k. Значыць, 

^2^ = фу^- Калі меркаваць, што X/ = ul + ivI, х2 = ut — iv/, 

Уі = u2 + ™2' У2 = u2 ~iv2> то’ пераходзячы да сапраўдных i ўяў- 
ных частак, з (74) атрымаем ul =u2+wl(u2,v2),v] =v2+w2(u2,v2), 
дзе wt,w2 - сапраўдныя збежныя рады. Як вядома (гл. § 3.8), у 
плоскасці Ou2v2 мае месца фокус. Такім чынам, і для зыходнай 
сістэмы мае месца фокус.

4°. Няхай цяпер Ху=/р, 12=-/р, Р > 0. У сілу таго, што 
рэзанансныя судачыненні (65) маюць выгляд

(Чі~ Ч2 ~ МР = 0, (qt-q2 + 1)ф = 0, 
нармальная форма сістэмы (72) запішацца так 

Ўі=ФУі+УіРі(УіУ2)~
z і (77)

У2=-1РУ2+У2Р2(У1У2)’
оо

дзе pj=Xpjl>(У1У2Л j=^- 
1=1

Пакажам, што ф, = ф,, Р2 = Р/.
У зададзеных умовах судачыненне (59) прыме выгляд 

Эф. Эф,
+у,р,)^(^у2 +у1Р1)-^І = 78) 

= Х/Уі+Ч>і>У2+Ч>2)-У2Р)> J = 7,2.
У сілу таго, што Х2 = Xj, маем ф^ = ф/^. Няхай да членаў па- 

радку, меншага за k,^2 = ^It Р2 = Pt. Тады гэтая ўласцівасць мае 
месца і для членаў парадку к. Сапраўды, ф^ і Pjk> выражаюцца
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праз (р^, Pj , у якіх s<k, таму можна выкарыстаць разважанні, 

што былі прыменены для доказу камплекснай спалучальнасці ў па- 
пярэднім пункце.

Будзем разглядаць наступныя два магчымых выпадкі:
1) трансцэндэнтны: Pi=iQ(yiy2), Pj = ~^(УіУ2)< дзе С~ РЗД па 

ступенях У/У2 з сапраўднымі каэфіцыентамі;
2) алгебраічны: Р/ =Q/(У^ ) + iQ(У1У2 )• P2=Q1(У1У2 ) “

~&(У/У2)’ дзе Qi 1 Q ~ Рады па ступенях У1У2 з сапраўднымі 
каэфіцыентамі, прычым

Qi = Р(У1У2)* +■■■’ Р*°-
Практыкаванне 2. Даказаць, што ў трансцэндэнтным вы- 

падку стандартнае нармалізуючае пераўтварэнне (74) будзе 
збежным.

Разгледзім спачатку трансцэндэнтны выпадак. Сістэма (77) у 
палярных каардынатах у, = ге+'ф< у2 = re~'v, г>0, прыме выгляд 

r = 0,(? = ^ + Q(r2).
Гэта значыць, што ў плоскасці г,ф траекторыямі з’яўляюцца акруж- 

2п
насці r - С, рухі па іх - перыядычныя з перыядам —— j". Мяр-

Р + Q\ /
куючы, ШТО Xj = U2 +iVj, Х2 = UI -ivf, yt = U2 +iv2, у2 = U2 ~iv2, 3 
(74) атрымаем, пераходзячы да сапраўдных і ўяўных частак,

UI — u2 + w1(u2’V2)’V1 =V2 + w2(U2,V2),
дзе W],w2 - сапраўдныя збежныя рады. Такім чынам, для зыходнай 
сістэмы мае месца цэнтр. У тым выпадку, калі Q = 0, перыяды ўсіх

2п
рашэнняў будуць аднолькавымі, роўнымі —, а цэнтр называюць 

ізахронным.
Заўвага 1. Агульны падыход да рашэння праблемы ізахрон- 

насці, заснаваны на прывядзенні сістэмы спецыяльнага віду да нар- 
мальнай формы, гл., напрыклад, у [35] главу II, § 13, с. 86.
Юа* 299



Разгледзім алгебраічны выпадак. Замест фармальнага пераўт- 
варэння (74) разгледзім палінаміяльнае пераўтварэнне

Х]=У1+<Р(™+,)(У1>У2)’

*2=У2+У(2*+,)(У1>У2)’

2N+1 
дзеф^+/>= X Ч^УІ'УЎ.

Чі+Чі=2
Практыкаванне 3. Паказаць, што пераўтварэнне (79) будзе 

збежным.
Прымяняючы (79), атрымаем сістэму, якая, як вынікае з (78), 

супадае з нармальнай формай да членаў, парадку не вышэй за 2N+1. 
Гэтую сістэму можна запісаць у выглядзе

Ўі = ^Уі + РУ/(УіУ2)' +iyiQ(N) + К'

Ў2 = ~^У2 + РУ2 (У1У2 )Л - ^jQ' Л > + Y2-

дзе Y2 = Yi* > >х раскладанні пачынаюцца з членаў парадку, не ніжэй 
за 2^+2, Q{ ^ > атрымліваюцца адкідваннем членаў раскладання па-
радку вышэй за N адносна здабытку yty2 . У палярных каардынатах 
г = рг'^1 У R(r,^),(^ — р + ^'^^'^ + Ф^Ф^Дзе Л,Ф -збеж- 
ныя рады па ступенях г з 2л- перыядычнымі па ф каэфіцыентамі
парадку не ніжэй за 2N+2 і 2N+1 адпаведна. Пры дастаткова малых

г маем М^\р\г2^' , а гэта значыць, што пры такіх г мае месца

dr dr
няроўнасць — < 0 пры р <0 і — > 0 пры р> 0. А. гэта, згодна з

§ 3.8, адпавядае фокусу - устойліваму пры р <0 '\ няўстойліваму 
пры р> 0.

Такім чынам, для вызначэння наяўнасці фокуса дастаткова з 
дапамогай (74) прывесці разглядаемую сістэму да нармальнай
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формы (77) да першага члена раскладання, каэфіцыент якога не бу- 
дзе з’яўляцца чыста ўяўным лікам.

Прыклад 2. Разгледзім сістэму дыферэнцыяльных 
ураўненняў

хІ = X] +х2,

х2 = -2X] - х2 - XjX2 - х^.
У каардынатах Z],z2, якія адпавядаюць сапраўднай жарданавай 
матрыцы каэфіцыентаў лінейнага набліжэння, гэтая сістэма мае вы- 
гляд

z/ =-Z2-^(Zj ~Z2)2(Zj +z2),

1
^2 — Z1 ~ 2^ZI ~ Z2^ (Zl+Z2/-

Пераходзячы да камплексна спалучаных зменных па формулах 
yl = z, +iz2, у2 =Zj -iz2, атрымаем сістэму , другое ўраўненне 
якой з'яўляецца камплексна спалучаным у адносінах да першага. 
Таму, можна абмежавацца першым ураўненнем. Яно мае выгляд

Ўі =ІУ1~^[W + У1У2) + ^Уі + У1У2 )]•

У гэтым ураўненні з дапамогай палінаміяльнага пераўтварэння 
у, =Uj+q3(ul,u2), у2 = u2 +^3 (U),u2), дзе ф5 - аднародны 
паліном трэцяга парадку, можна знішчыць усе члены трэцяга 
парадку, акрамя рэзананснага, які пры гэтым не зменіцца. Такім чы-

7
нам, р = —— . Mae месца ўстойлівы фокус.

Варыянты заданняў для самастойнай працы

I. 1. Праверыць, ці з’яўляюцца першымі інтэграламі сістэмы 
Х/=Х2,Х2=-Х/ функцыі \\f j = X! COS t - х2 sin t, \\f2=XjX2, 
\\f3 = X/ sin t + x2 cos t, \ц4 = x2 — x2.
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2. Праінтэграваць сістэму, пабудаваўшы інтэгруемыя камбінацыі: 
х2 • хі

X ,=----------------г, X ,=----------------7.
(х2 — Хі) (x2 — Xj) 

dr , dip
3. Даследаваць, ці мае сістэма — = г(1 -г) , — = 1 лімітавыя 

dt dt
цыклы.

дх
4. Знайсці вытворную па параметры — ад рашэння ўраўнення 

ц=/

х-х = (х + 1)2 -цх2,х(0) = ~, х(0) = -1.

dx dy dz
5. Рашыць сістэму ўраўненняў-----------=------------=----------- .

x(y-z) y(z-x) z(x-y)

II. 1. Рашыць сістэму ўраўненняў х = —, ў = Зх + —у.

дх
2. Знайсці вытворную па пачатковых дадзеных —— ад рашэн-

ду0 v"=^
У<і=*

няўзадачы х = xy + t2,2ў = -у2,х(1)-х0,у(1) = у0.

3. Праверыць, ці з’яўляюцца функцыі \yl=(xl+x2)t -~t

\Ц2 = (xt + 2x2)t4 ~ — t5-~t6 першымі інтэграламі сістэмы

2 2 15
хі=--хі+~х2 + ^ х2=-~хі--х2+і-

4. Знайсці перыядычныя рашэнні ўраўнення х + Зх = 2[1 cos t.
5. Пабудаваць фазавыя крывыя сістэмы ўраўненняў Х]=-х->, 

х2 = 2х2.
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dx 2 ■ dy
III. 1. Знайсці першы інтэграл сістэмы ~ — ~у +sinx, — = 

at at
= -ycos x.

2. Праверыць, ці стварае пара функцый Vf) - х + у +1, у 2 = х~ + 

+ у2 + Г сістэму незалежных інтэгралаў для сістэмы дыферэн- 
dx t-y dy x-t

цыяльных ураўненняў — =------ , — =------- .
dt у-х dt у-х

3. Начарціць на фазавай плоскасці траекторыі сістэмы 
dr ld^
— = rsin—, —-1. 
dt r dt

dx
4. Знайсці вытворную па параметры — ад рашэння ўраўнення 

ц=0
dX ? ;
— = x^+\atx , х(0) = 1 + ц.

2
5. Знайсці тры члены раскладання рашэння ўраўнення х = — - 5\lt, 

х(1) = 2 па ступенях малога параметра |1.

dx У dy х
IV. 1. Рашыць сістэму ўраўненняў — = - —, — = - —. 

dt t dt t
x-y t-x

2. Праверыць, ці стварае пара функцый

сістэму незалежных інтэгралаў для сістэмы дыферэнцыяльных 
dx t + у dy t + х

ураўненняў — =-------, ~ =------- .
dt х + у dt х + у
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3. Знайсці — для рашэння задачы х = —- —,х(1) = 1, 
до ь=і і х

х(1) = Ь.
dr dtp

4. Пры якіх умовах сістэма — = f (г), — = 1, дзе функцыя f (г) 
at at

непарыўная, мае лімітавы цыкл ?
5. 3 дапамогай метаду малога параметра прыблізна знайсці перыя- 

дычнае рашэнне ўраўнення х + х = [і(х - х2 ).

V. dx 2
1. Рашыць сістэму ўраўненняў — = х~у, 

dt
dy У— = —-Ху 
dt t
dr dtp

2. Даследаваць, ці мае лімітавы цыкл сістэма— = г(1-г)‘, — = 1. 
dt dt

3. Знайсці тры члены раскладання рашэння па ступенях малога па- 
раметра ўраўнення tx = [It2 + 1п х, х(1) = 1.

дх 2 3
4. Знайсці —— ад рашэння ўраўнення х = х + х + tx ,

°хо х -о
х(2) = х0.

dx 2 2 dy
5. Для сістэмы ~ = х -у — = 2ху, х( 1) =-1, у(1) = 0 знай- 

at at
сці pyx, які задавальняе зададзеным пачатковым умовам, і дасле- 
даваць, ці будзе гэты рух доўжаным на ўсе - °о < / < +°°.

dx 2 2
VI. 1. Рашыць сістэму ўраўненняў ~Г — у + (1-х-у )х, 

dt
^ = -х + (1-х2-у2)у. 
at
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2. Паказаць, што функцыя V = “ — х]> вызначаная ў абсягу

G = {(t,X],x2):t *О,-°° < Х],х2 < +»}, з’яўляецца інтэгралам 

dxt Xj dx2 х2
сістэмы ўраўненняў —- = —, ~—= х,Н , калі агульнае 

dt t dt t
рашэнне сістэмы мае выгляд Xj = C]t, х2 = CtV + C2t.

дх
3. Знайсці вытворную — па параметры ад рашэння ўраўнення 

ц=0
X = x + n(t + х2), х(0) = 1.

4. Знайсці прыблізна перыядычныя рашэнні з перыядам, роўным 
перыяду правай часткі ўраўнення х + 5х = cos 2t + рх'.

dx ■, , dy
5. Для сістэмы — = —х +у , — =-2ху;х = 0, ўёяя^ пры t = 0 

dt dt
знайсці рашэнне задачы Кашы і даследаваць, ці з’яўляецца яно 
доўжаным на ўсю вось - °о < ^ < +«.

dx dy
VII. 1. Рашыць сістэму ўраўненняў — = у- z, -^ = х + у +1, 

dt dt
dz
— = X + z + t. 
dt

2. Праверыць, ці з’яўляюцца функцыі X^f / — x + y — t, xy2=x+y + t 
dx y + t dy x-t 

першымі інтэграламі сістэмы — =---, — =------- .
dt x + y dt x + y

2
3. Знайсці тры члены раскладання рашэння ўраўнення х = — - 5)1/, 

х(1) = 2 па ступенях малога параметра |1 .
4. Вызначыць прыблізна перыядычнае рашэнне ўраўнення х + Зх = 

= cos t + [іх2 ,[і - малы параметр.
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5. Карыстаючыся метадам Пікара, знайсці рашэнне задачы Кашы 
для сістэмы х = х-\-у -12, ў - х2 + 2t - е2', х(0) — 1, у(0) = 0.

VIII. 1. Праінтэграваць сістэму, пабудаваўшы інтэгравальную камбі- 
нацыю X] = sin X/Cos х2, х2 = cos хІ sin х2.

2. Праверыць, ці мае лімітавы цыкл сістэма ўраўненняў х = у- 
- х + х3, ў — -х — у + у3. Схематычна начарціць паводзіны 
фазавых крывых.

3. Праверыць, ці з’яўляецца функцыя \ў-х1х2е~' першым інтэгра-

. хі ■лам сістэмы х; =—, х2=х2-Х/.
Х2

4. Метадам Пікара знайсці рашэнне задачы Кашы і = л + у + 
+ cos t - sin t -1, ў = х2 + cos t, x(0) = 0, y(0) = 0.

5. 3 дапамогай метаду малога параметра знайсці прыблізна перыя- 
дычныя рашэнні ўраўнення х + х = Ц/х - х5 ).

IX. I. Рашыць сістэму ўраўненняў X/ =е Х: ,х2=е х'. 
dx

2. Пабудаваць фазавыя крывыя сістэмы ўраўненняў — = ау, 
dt

3. Знайсці вытворную па параметры
дх

Эц
ад рашэння ўраў-

нення — = — + ^іс ', х(1 ) = 1. 
dt t

4. Знайсці прыблізна перыядычныя рашэнні з перыядам, роўным 
перыяду правай часткі ўраўнення х + х* = 1 + [isin t.
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5. Метадам Пікара знайсці рашэнне задачы Кашы х = х2 - хх + е', 
х(0) = 1, х(0) = 1.

X. 1. Рашыць сістэму ўраўненняў х = 2tx“, ў =------ .

2. Метадам Пікара знайсці рашэнне задачы Кашы х = х2+х2- 
-sin t-1, х(0) = 0, х(0) = 1.

3. Праверыць, ці з’яўляюцца функцыі ф7 = х2 + х2, у2 = хІе~2,+ 

+ е~' ,у3 = х2е3' - Зе3' першымі інтэграламі сістэмы х; = 2xt + 

+ е', х2 = -Зх2 +1.

4. Даказаць, што існуе адзінае рашэнне сістэмы x-tx = x2, 
2ty .у = ~------- і праінтэграваць яе.

' ~У
5. Знайсці тры члены раскладання рашэння ўраўнення х = ех~' + 

+ Цх, х(О) = -^. па ступенях малога параметра ц .

XI. 1. Рашыць сістэму ўраўненняў х = х + у, 2хў = у2 — х2 +1.

2. Пабудаваць фазавыя крывыя сістэмы ўраўненняў х = х2, ў = ау.
3. Знайсці прыблізна перыядычныя рашэнні ўраўнення х + х = 

= [1(х-х3).
4. Прывесці да нармальнай наступную сістэму ўраўненняў 

d2х , dy
~7Т = У’ t3 у-2х = 0.
dr dt

5. Знайсці вытворную па параметры — ад рашэння сістэмы 
ц=0

х-х + у,ў = 2х + |1у2; х(0) = 1 + ц,у(0) = -2.
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XII. 1. Праверыць, ці з’яўляюцца першымі інтэграламі сістэмы
t t

X] = —, х2 =- —
х2 хі

t2 
функцыі \f/=XlX2, У2=ІПХ2+~------

ZXjX 2
Праінтэграваць сістэму.

2. Знайсці метадам Пікара другое набліжэнне да рашэння, што 
задавальняе дадзеным пачатковым умовам: х + хх - х  +1 = 0, 
\t\ < 1, \х\ < 1, \х\ < 1; х = 1, х = 2 пры t = 0.

2

3. Прывесці сістэму дыферэнцыяльных ураўненняў да нармальнай 
формы: х-у = 0, t y-2х = 0.3

4. Знайсці тры члены раскладання рашэння па ступенях малога па- 

раметра ц: х = —^-х~, х(1) = 1 + 3\х

5. Знайсці прыблізна перыядычныя рашэнні ўраўнення х + sin х = 
= Ц sin 2t.

XIII. 1. Праінтэграваць сістэму дыферэнцыяльных ураўненняў

2. Ацаніць, на колькі можа змяніцца пры 0 <t < 1 рашэнне ўраў- 
нення х = t + sin х з пачатковай умовай х(0) = х0 =0, калі лік
х0 змяніць менш, чым на 0,01. 

dt dx
3. Знайсці незалежныя інтэгралы сістэмы -------=-------

cos х cos t

dy
COS t COS X

4. Прывесці дыферэнцыяльнае ўраўненне да адпаведнай сістэмы ў
нармальнай форме: х11 + t2x = 0.
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■5. Вызначыць перыядычнае рашэнне ўраўнення х + а/Х + а2х = 
= f (t) + [Xx2, дзе а, і а2 - пастаянныя, f(t) -непарыўная 
перыядычная функцыя перыяду 2lt, at ^ 0, а2 ^О.

XIV. I. Прыблізна вызначыць перыядычнае рашэнне ўраўнення 
х + Зх = cos t + Цх .2

2. Праверыць, ці з’яўляюцца першымі інтэграламі сістэмы ўраўнен-

няў X = —у, Ў =-------  функцыі У1 = t + 2ху, у 2 = х - ty .

дх
3. Зінайсці вытворную па параметры ад рашэння сістэмы

ц=0
х = 4іу2, ў = 1 + 5цх,х(0) = у(0) = 0.

dy dr
4. Пры якіх значэннях пастаяннай а сістэма —— — 1, — = 

v dt dt
= (r — 1)(а + sin2 (p) мае ўстойлівы лімітавы цыкл.

Г~2—7 • х + У5. Рашыць сістэму/х = х + Vx -t , ў — ~—

XV. 1. Паказаць, што ўраўненне х + F(x) + х = 0, дзе функцыя F 
непарыўная і F(y)>0 пры у>0, F(y)<0 пры у<0, не мо- 
жа мець лімітавых цыклаў на фазавай плоскасці.

2. Праверыць, ці з’яўляюцца першымі інтэграламі сістэмы

2 % 2 2 • XjX2
^=1^2, Х2=у-Х/І2 функцыі V/ \f2-Xle - .

3. Праінтэграваць сістэму дыферэнцыяльных ураўненняў 
у + ех у2-е,+х

х =--------, ў = ---------—.
у+е у+е
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4. Прывесці дыферэнцыяльнае ўраўненне —г + к~х = О да адпа- 
dt

веднай сістэмы ў нармальнай форме.
5. Знайсці прыблізна 2д-перыядычнае рашэнне ўраўнення х+СГх =

= Xsin t + цуг5, ц - малы параметр.



ГЛАВА V
УСТОЙЛІВАСЦЬ ДЫНАМІЧНЫХ СІСТЭМ

§ 1. Асноўныя азначэнні тэорыі ўстойлівасці

Сістэмы звычайных дыферэнцыяльных ураўненняў апісва- 
юць работу вельмі многіх машын, прыбораў і да т.п. Такія сістэмы 
маюць заўсёды бясконцае мноства рашэнняў. Каб задаць адно з гэ- 
тых рашэнняў, патрэбна ўказаць яго пачатковыя значэнні, якія на 
практыцы звычайна з’яўляюцца вынікамі вымярэнняў і таму непаз- 
бежна атрыманы з некаторай хібнасцю.

Калі дастаткова малыя змяненні пачатковых дадзеных мо- 
гуць моцна змяніць рашэнне, то рашэнне, якое вызначаецца такімі 
недакладнымі пачатковымі дадзенымі, звычайна нават прыблізна не 
можа апісваць работу таго ці іншага прыбора. Такім чынам, узнікае 
важная для прыкладанняў задача аб знаходжанні ўмоў, пры якіх дас- 
таткова малое змяненне пачатковых значэнняў выклікае як патрэбна 
малое змяненне рашэння.

3 тэарэмы 4.7 аб непарыўнай залежнасці рашэння ад пачат- 
ковых значэнняў вядома, што калі задаць вызначаны канечны пра- 
межак часу, то пры дастаткова малым змяненні пачатковых значэн- 
няў рашэнне зменіцца мала на ўсім зададзеным прамежку часу. Калі 
ж час задаецца нявызначана вялікім адрэзкам, то пастаўленым пы- 
таннем займаецца тэорыя ўстойлівасці.

Фундаментальныя рэзультаты тэорыі ўстойлівасці належаць 
вядомаму рускаму матэматыку А.М.Ляпунову.

Будзем разглядаць сістэму ўраўненняў
x(t) = f{t,x(t)), (1)

дзе х = colon (Х],...,хп) & Rn - шуканая функцыя незалежнай змен- 
най / .

Няхай для (1) зададзены пачатковыя ўмовы
x(t0) = x°, (2)

дзе х° = colon (х^,...,х^).
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Увядзём наступныя абазначэнні. Праз DH абазначым шар
радыуса Н з цэнтрам у пачатку каардынат у эўклідавай прасторы

Rn з

1

нормай |х| . Праз I абазначым інтэрвал сапраўд-

най восі віду I = {а <t <°°}, дзе a - некаторы лік.
Будзем лічыць, што функцыя f(t,x) ^f:IxDH—^Rn^

з’яўляецца непарыўнай па абодвух аргументах і па другому 
аргументу задавальняе ўмове Ліпшыца, гэта значыць

\f (t,x)~ f (t,y)\< b\x-y\, L-const >0.

Пры гэтых умовах выконваюцца тэарэмы існавання, адзінасці 
і непарыўнай залежнасці на канечным інтэрвале рашэння х(t,t0,x°) 

задачы (1), (2) ад пачатковых умоў t0 е I і х° e DH (гл. главу IV).
У тэорыі ўстойлівасці Ляпунова даследуецца на ўстойлівасць 

якое-небудзь адно рашэнне.Няхай y(t) = tyft.to.ty0) - рашэнне за- 

дачы (1), (2) ((p(t0) = (р°), доўжанае ўправа да бясконцасці, гэта 

значыць ^(t) існуе на мностве [^;°°)> прычым ty(t)&DH пры

t0 <t <оо.
Азначэнне 1. Рашэнне ^(t.tQ,^) задачы (1), (2) называец- 

ца ўстойлівым па Ляпунову, калі для любога £ (0<£<Н') існуе 
S = S(E,t0)> 0 такі, што ўсе рашэнні x(t) = x(t,t0,х°) задачы(І), 

(2) бясконца доўжаныя ўправа, як толькі |х° -ф°| ^б^Е,^^, і для 

гэтых рашэнняў мае месца няроўнасць
\x(t,t0,x° )-^(t,t0^° \<г, t0<t<°°.

Геаметрычна ўстойлівасць па Ляпунову азначае, што як па- 
трэбна малая вузкая £ -трубка рашэння ^(t) змяшчае ўсе рашэн-
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mx(t) задачы (1), (2), якія ў пачатковы момант t0 знаходзяцца ад

ф° не больш чым за Ь(£,10) (мал. 1).

40
Згодна з Ляпуновым, рашэнне 
^(t) называюць няўзрушаным 
рашэннем, a x(t) - узрушаным. 
Адзначым, што мэтазгодна казаць 
толькі аб устойлівасці вызначана- 
га рашэння ty(t), а не ўсіх ра- 
шэнняў сістэмы (1). Пытанне аб 
устойлівасці дадзенага рашэння 
х — ^і) сістэмы (1) прыводзіцца

Мал. 1 да пытання ўстойлівасці нулявога
рашэння y(t) = O іншай сістэмы, аналагічнай (1). Функцыя
y(t) = x(t)-ty(t) задавальняе ўраўненню

y(t) = f(t,y + ^)-f(t^) = F(t,y), F(t,O) = O. (3)
У далейшым будзем знаёміцца з метадамі даследавання на 

ўстойлівасць менавіта нулявога рашэння x(t) = 0 або пункта 
спакою сістэмы (1), адразу мяркуючы, што f (t,0) = 0.

Азначэнне 2. Нулявое рашэнне x(t) = O сістэмы (1) называ- 
ецца ўстойлівым па Ляпунову, калі для любога £>0(£<Н) 
знойдзецца §(£,to)>O такі, што няроўнасць \x(t,tn,x° )\< £

выконваецца пры ўсіх t >t0, як толькі |х°| < 5( £,t0 ) (мал. 2).

Азначэнне 3. Нулявое рашэнне x(t ) = 0 называецца няўстой- 
лівым па Ляпунову, калі для некаторага £>0 (£<Н) і любога 
5>0 знойдуцца рашэнне x(t,t0,x°) і момант часу t] > t0 такія, 
што \x(t],t0,x<> )\ > £ , хоць |х°| < 5 (мал. 3).

Узмацненнем паняцця ўстойлівасці з’яўляецца ўстойлівасць, 
раўнамерная па пачатковаму моманту часу.
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Азначэнне 4. Рашэнне x(t) = O называецца раўнамерна ўстой- 
лівым па t0 {t0 G /), калі для любога £ (0 < £ < Н) знойдзецца такі 

§(£)> 0, незалежны ад t0, што \x(t,t0,x°^<E, t>t0 (t0 g/), як 

ТОЛЬКІ Ix^kSfe/

Прыклад 1. Вызначыць устойлівасць нулявога рашэння ўраў- 
нення

x(t) = t~2x(t), x(t0) = xn, toe(P;°°).
Рашэнне. Рашэнне ўраўнення будзе мець выгляд 

х(t,t0,x° ) = х° exp^tg1 -t1) ■

У сілу таго, што \x(t,t0,xn )| < ^^ехр^1^, для любога Е>0, 

узяўшы b(E,t0) = E exp(-to'), атрымаем, што рашэнне x(t) = 0 
устойлівае ў сэнсе азначэння 2. Аднак раўнамернай устойлівасці 
няма, паколькі b(z,tn) ^> 0 пры tn —^ 0.

Другім узмацненнем паняцця ўстойлівасці з’яўляецца асімп- 
татычная ўстойлівасць.

Азначэнне 5. Нулявое рашэнне x(t) = 0 сістэмы (1) называ- 
ецца асімптатычна ўстойлівым, калі:

1°. Яно ўстойлівае па Ляпунову.
2°. Для ўсякага tQ £ I існуе & = &(tn ) > 0 такі, што
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lim\x(t,t0,x° ^ = 0 пры |х°| < Д (мал. 4).

Мноства Q(t0)ciRn усіх тых пачатковых умоў х°, для якіх

Um x(t,t0,x°) = 0, называюць абся- 

гам прыцягнення нулявога рашэння ў 
пачатковы момант t0.

Калі Qfto)= R" ,чо кажуць, 
што рашэнне x(t) = 0 асімптатычна

Мал. 4 ўстойлівае ў цэлым (або глабальна
асімптатычна ўстойлівае).

Калі выконваецца толькі ўмова 2° з азначэння 5, то будзем ка- 
заць, што нулявое рашэнне з’яўляецца прыцягальным (або атракта- 
рам). Наогул кажучы, з прыцягнення не вынікае ўстойлівасць. Ад- 
нак для скалярнага звычайнага дыферэнцыяльнага ўраўнення з пры- 
цягнення заўсёды вынікае ўстойлівасць.

Практыкаванне 1. Прывесці прыклад сістэмы, для якой гэта
не мае месца.

Азначэнне 6. Нулявое рашэнне сістэмы (1) называецца раўна- 
мерна асімптатычна ўстойлівым, калі яно раўнамерна ўстойлівае і 
для любога ліку у>0 знойдуцца лікі Д; (0 < &t < Н) і Цу)

Устойлівасць нулявога рашэння дапускае зручнае 
геаметрычнае паясненне не толькі ў fn +/J-мернай прасторы змен-
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ных t,x, але і ў п -мернай фазавай прасторы зменных х.
Геаметрычнае паняцце ўстойлівасці нулявога рашэння сістэмы 

(1) азначае наступнае: для любога Z> 0 знойдзецца 5 > 0 такі, што 
фазавая траекторыя, якая пачынаецца ў 5 -наваколлі пачатку 
каардынат (нулявое рашэнне ў фазавай прасторы адлюстроўваецца 
пунктам - пачаткам каардынат), не выйдзе з е-наваколля пачатку
каардынат пры ўсіх t >0 (мал. 
устойлівасці траекторыя пры 
пачатку каардынат (мал. 7).

5, п = 2); у выпадку асімптатычнай 
t —» co бясконца набліжаецца да

Мал. 6

Мал. 8

Мал. 7
Фазавы партрэт няўстойлівай тра- 
екторыі адлюстраваны на мал. 8. 
Акрамя прыведзеных азначэнняў 
устойлівасці, існуюць і іншыя, та- 
кія, як экспаненцыяльная ўстойлі- 
васць, абсалютная ўстойлівасць, 
устойлівасць на канечным інтэр- 
вале часу, арбітальная ўстойлівасць 
і г.д. (гл. [7], с. 549, с. 562).

Прыклад 2. Карыстаючыся азначэннем устойлівасці па Ляпу- 
нову, устанавіць, ці будзе ўстойлівым рашэнне ўраўнення 
х = кх (к- const) з пачатковай умовай x(t0) = х0.

Рашэнне. Дадзенае ўраўненне мае рашэнне
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X = XO ek(l~,o) (4)
з пачатковымі дадзенымі (t0,x0).

Пры к <0 рашэнне (4) будзе ўстойлівым па Ляпунову, таму 
што пры ўсіх t>t0

\хІек(,~'0> -хоек(,~,о)\ = e^'^^Xj-x  ̂< |х; -х0\< е, 

пры |х; - х0| < 5 = Е .

Калі к<0,то /пп е^'-Мх/— х0 = 0, і таму рашэнне асімп- 
м+«

татычна ўстойлівае.
Калі к = 0, то пры X/ * х0 рознасць |х/ — х0| не імкнецца да 

нуля пры t —> +°°. гэта значыць рашэнне х = х0 устойлівае па Ля- 
пунову, але не асімптатычна.

Пры к>0 \ хІ ^ х0
Ііт ек^,~,°^\х] — х0\ = +«,

Z->+~

таму рашэнне х = хое няўстонлівае.
Прыклад 3. Карыстаючыся азначэннем устойлівасці па Ляпу- 

нову, паказаць, што рашэнне сістэмы 
dx dy

= = (5)dt dt
якое задавальняе пачатковым умовам х(0) — 0,у(0) = 0, устой- 
лівае.

Рашэнне. Любое рашэнне сістэмы (5), якое задавальняе пачат- 
ковым умовам х(0) = хп, у(0) = у0, мае выгляд (гл. главу III)

x(t) = x0 cos t-y0 sin t, y(t) = x0 sin t + y0 cos t.
Рашэнне сістэмы (5), якое задавальняе пачатковым умовам 

х(0) = х(0) = 0, у(0) = 0, ёсць x(t) = 0, y(t) = O. Возьмем ад- 
вольны £>0 і пакажам, што існуе 3f£j>0 такі, што пры 
|х0—о|<8, |у0 -б| < 5 маюцьмесца няроўнасці
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\x(t)-O\ = \x0 cos t - y0 sin t\ < e,

\y(t)~o\ = \x0 sin t + y0 cos r| < e для ўсіх t >0.

Гэта значыць, згодна з азначэннем 2, што нулявое рашэнне 
x(t) = 0, y(t) = O сістэмы (5) устойлівае па Ляпунову. Відавочна,
што

|%0 cos t - у0 sin t\ < \х0 cos t\ + l^o sin t\ < |x01 + ІУо |,

1*0 sin t + yn cos t\< \x0 sin (| + |.V0 cos t\ < |x01 + |y01 

для ўсіх t.
Таму, калі Ц + Ц < £, тады і тым больш

|х0 cos t - Уо sin t\<E, |х0 sin t + y0 cos r | < e (7)

для ўсіх t.
£

Такім чынам, калі, напрыклад, выбраць $(£) = — , тады пры

|х0|<5 і |j0| < S у сілу (6) будуць мець месца няроўнасці (7) для 
ўсіх t>0, гэта значыць нулявое рашэнне сістэмы (5) устойлівае па 
Ляпунову, але не асімптатычна.

§ 2. Устойлівасць лінейных стацыянарных сістэм 
з пастаяннымі каэфіцыентамі

Разгледзім сістэму з п дыферэнцыяльных ураўненняў 
х = Ах, (8)

дзе A =
aijtj = l,n 

А = 1’п >
- пастаянная сапраўдная матрыца.

Няхай кк =Цк +іУк, 
матрыцы A.

Маюць месца

к = 1,т, т < п - уласныя значэнні
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Лема 1. Калі ўсе ўласныя значэнні матрыцы А маюць адмоў- 
ныя сапраўдныя часткі, то для любога рашэння x = <p(t) сістэмы (8) 
існуюць такія дадатныя пастаянныя a, R, што пры t >0

^(t^Re'*.

Лема 2. Калі ўсе ўласныя значэнні матрыцы А маюць адмоў- 
ныя сапраўдныя часткі, то для рашэння ^(t,xn ) сістэмы (8), якое 

задавальняе пачатковай умове ^(0,х^ ) — х^, існуюць такія паста- 
янныя г>0 і а>0, што пры t >0

|ф< t,x° ^ < г^х0^ .̂

Крытэрый устойлівасці становішча раўнавагі х = 0 сістэмы (8) 
устанаўліваецца наступнай тэарэмай.

Тэарэма 1. Для таго, каб становішча раўнавагі х = 0 сістэмы 
(8) было асімптатычна ўстойлівым, неабходна і дастаткова, каб усе 
ўласныя значэнні матрыцы А мелі адмоўныя сапраўдныя часткі.

Заўвага 1. Для ўстойлівасці па Ляпунову становішча раўнавагі 
х = 0 сістэмы (8) неабходна і дастаткова, каб усе ўласныя значэнні 
X, матрыцы А задавальнялі ўмове Re\j<0, прычым уласныя 
значэнні Х/5 для якіх Reh^O, мелі простыя элементарныя 
дзельнікі.

Практыкаванне 1. Прывесці прыклад сістэмы (8) другога па- 
радку, калі ўласныя значэнні маюць недадатныя сапраўдныя часткі, a 
становішча раўнавагі х = 0 няўстойлівае па Ляпунову.

Практыкаванне 2. Выкарыстоўваючы тэарэму 3.4 аб 
прадстаўленні рашэнняў сістэмы (8), даказаць сцвярджэнне, 
сфармуляванае ў заўвазе 1.

Такім чынам, пры даследаванні асімптатычнай устойлівасці 
становішча раўнавагі х = 0 сістэмы (8) важна мець магчымасць 
устанавіць, што ўсе ўласныя значэнні сапраўднай матрыцы A, гэта 
значыць усе карані яе характарыстычнага палінома, маюць адмоўныя 
сапраўдныя часткі.

Прывядзём вядомыя з алгебры ўмовы адмоўнасці сапраўдных 
частак усіх каранёў паліномаў з сапраўднымі каэфіцыентамі.
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1°. Крытэрый Рауса-Гурвіца (гл. [25], глава XVI, § 6, с. 457).
Для таго, каб у палінома f (z) = zn +alzn~I +...+an_lz + an з 

сапраўднымі каэфіцыентамі ўсе карані мелі адмоўныя сапраўдныя 
часткі, неабходна і дастаткова, каб усе галоўныя міноры матрыцы

' ^ 1 0 0 ... 0'

а3 а2 at 1 ... 0
а3 а4 а3 а2 ... 0

\а2п-1 а2п-2 а2п-3 а2п-4 ••• ап J

^зе ак = 0, калі к > п} былі дадатнымі, гэта значыць, каб наступ- 
ныя дэтэрмінанты падпарадкоўваліся ўмовам:

\t = aj > 0, ^2 ~
а2
“3

1

а2

С

(

>0,...,

(9)

А» =

аі

а3

1

а2
= ^п-1 ап >0.

а2п-1 а2п-2 a п
Апошнюю ўмову можна замяніць умовай ап > 0.
2°. Крытэрый Льенара-Шыпара (гл. [25], глава XVI, § 13, 

с. 477). Неабходныя і дастатковыя ўмовы для таго, каб паліном 
f (z) = zn + ajz” 1 +...+an_jZ + ап з сапраўднымі каэфіцыентамі меў 
усе карані з адмоўнымі сапраўднымі часткамі, могуць быць запісаны 
ў любым з наступных чатырох відаў:

1) ап > 0, ап_2 > 0,Д; >0, А3 > 0,...,
2) ап > 0, ап_2 > 0,...; Д2 >0, \4> 0,...,
3) ап > 0, an_t > 0, ап_3 > 0,...; Д; >0, А3 > 0,...,
4) ап > 0, ап_] > 0, ап_3 > 0,...; А2 >0, &4 > 0,...,

дзе ^lt...,\n задаюцца формуламі (9).
320



Адзначым, што ўмовы 1) - 4) маюць вядомую перавагу перад 
умовамі Рауса-Гурвіца, паколькі яны змяшчаюць амаль удвая менш 
дэтэрмінантных няроўнасцяў. 3 двух набораў дэтэрмінантных 
няроўнасцяў A] > 0, А3 > 0,... і &2 > 0> ^4 > 0,... практычна 
лепшы той, які запісваецца ў выглядзе Д„_7 > 0, Ап_3 > 0,..., таму 
што ён змяшчае дэтэрмінант меншага парадку.

3°. Крытэрый Міхайлава (гл. [38], глава I, § 5, с. 32). Гэты 
крытэрый дазваляе вырашыць пытанне аб размяшчэнні каранёў са- 
праўднага палінома f (z) на камплекснай плоскасці.

Дапусцім, z = іа. Будзем мець 
f (ia) = u(a) + iv( CO ),

дзе
u(a) = ап-ап_2а2 + ап_4а4-...,

v(a) = an_Ia-an_3a3+....
Велічыню f (іа), так званы гадограф Міхайлава, пры зада- 

дзеным значэнні параметра CO можна адлюстраваць у выглядзе 
вектара на камплекснай плоскасці u,v з пачаткам у пачатку 
каардынат.

Пры змяненні CO у інтэрвале (— =»,+“) канец гэтага вектара 
апіша нейкую крывую - так званую крывую Міхайлава. 3-за таго, 
што функцыя й{(£>) цотная, крывая Міхайлава сіметрычная адносна 
восі Ой, і таму дастаткова будаваць частку крывой, адпаведную 
змяненню параметра (0 ад 0 да+<». Калі паліном f (z) ступені п 
мае т каранёў з дадатнай сапраўднай часткай і п — т каранёў з 
адмоўнай, то вугал ф павароту вектара f (іа) пры змяненні CO ад

0 да +« роўны (p=fn-2m)~. Крытэрый Міхайлава фармулюецца

так: для таго, каб сапраўдны паліном
f(z) = z” +°і zn~'+...+ап_! z + an
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меў усе карані з адмоўнымі са- 
праўднымі часткамі, неабходна і 
дастаткова, каб: 1) вектар f(i(d) 
пры змяненні (0 ад 0 да + оо зрабіў

паварот на вугал
л 

ф^р гэта

п
значыць зрабіў — абаротаў супраць 

4
Мал. 9 гадзіннай стрэлкі;

2 ) гадограф f (і(й) пры змяненні (0 ад 0 да +°° не
праходзіў праз пачатак каардынат (0,0).

Адсюль вынікае, што для адмоўнасці сапраўдных частак усіх 
каранёў f (z) неабходна, каб усе карані ўраўненняў й(ы) = 0, 
v((i)) = 0 былі сапраўднымі і чаргаваліся адзін з другім, гэта 
значыць паміж любымі двума каранямі аднаго ўраўнення павінен 
знаходзіцца корань другога ўраўнення.

Прыклад 1. Даследаваць на ўстойлівасць рашэнні сістэмы 
ўраўненняў

dx dy
— = ах + 5у, — = -х + 2у. 
dt dt

Рашэнне. Уласныя лікі матрыцы каэфіцыентаў сістэмы 
вызначаюцца з ураўнення

= 0 або X* — (2 + й)% + 2d. + 5 = 0.
а-Х 5
-1 2-Х

Згодна з формуламі Віета, якія вызначаюць сувязь паміж ка- 
ранямі квадратнага ўраўнення і яго каэфіцыентамі, маем, што 
Х;+Х, =2 + а, Х;-Х2 =2а + 5. Калі 2 + а<0 і 2а + 5>0 адна- 
часова, то карані гэтага ўраўнення маюць адмоўныя сапраўдныя 
часткі. Гэта значыць, што пры - 2,5 <d<-2 рашэнні дадзенай сіс- 
тэмы ўраўненняў асімптатычна ўстойлівыя. Калі 2а + 5 <0, гэта 
значыць a > -2,5 або a > -2, то характарыстычнае ўраўненне мае
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адзін дадатны корань або пару камплексных каранёў з дадатнай 
сапраўднай часткай. У гэтым выпадку рашэнні дадзенай сістэмы 
няўстойлівыя.

Пры a = —2,5 адзін з каранёў роўны нулю, а другі роўны 
-0,5. У гэтым выпадку рашэнні ўстойлівыя.

Рашэнні будуць устойлівымі і пры а = -2, таму што карані 
характарыстычнага ўраўнення - уяўныя.

Прыклад 2. Пры якіх значэннях параметра а рашэнні сіс- 
тэмы дыферэнцыяльных ураўненняў

dx dy dz
— = z, — = -3x, — = ax + 2y-z
dt dt dt

асімптатычна ўстойлівыя ?
Рашэнне. Характарыстычнае ўраўненне мае выгляд

-X 0 1
-3 -X 0 = 0 або X3 + X2 - ак + 6 = 0. Па крытэрыю

a 2 -1-\
Рауса-Гурвіца ўмовамі асімптатычнай устойлівасці будуць а7 > 0, 
at а2 — а3 > 0, а3 > 0 (гл. (9)). Для нашага палінома -а-6>0, 
адкуль а<-6. Гэта значыць, што пры а<—6 рашэнні дадзенай 
сістэмы асімптатычна ўстойлівыя.

Прыклад 3. Даследаваць на ўстойлівасць нулявое рашэнне 
ўраўнення уп + 5у"' + ІЗу" + 19у' + Юу = 0.

Рашэнне. Характарыстычнае ўраўненне мае выгляд
X4+5к3+ 13X2+ 19^ + 10 = 0. Тут а/= 5,а2 = 13,а3 = 19, 
а4 = 10. Выпішам галоўныя міноры, карыстаючыся ўмовамі Льена-
ра-Шыпара 1):

5 1 0
\3 = 19 13 5 =424>0, Ь,=5> 0.

0 10 19
Нулявое рашэнне дадзенага ўраўнення асімптатычна ўстойлівае.
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Прыклад 4. Даследаваць на ўстойлівасць нулявое рашэнне 
у = 0 ураўнення у11 + у'" + 4у" + у' + у = 0, карыстаючыся кры-
тэрыем Міхайлава.

Рашэнне. Складзём характарыстычны паліном 
f (X ^ = V + V + 4)^ +Х +1.

Далей f(i(d) = (d4 -id)3 -4ш2 + і(О +1 = u((£)) + iv((d), 

дзе й(т) = ^4 - 4а2 +l,v(a>) = -ы3 + co = сл(1 - со>< 7 + со/

Пабудуем крывую -
й = й((£>), 
v = vf СО/

v
0 < (0 < 4-оо (мал. 10) Ііт — = 0. 

ш->+«> U

Вугал павароту радыус-вектара

(0 0 1 ^2 + ^3
U 1 0 -2 0

V 0 + 0 -1

Мал. 10
л

($ = 4~ = (п- 2т) —. Адсюль п - 2т = 4 ,\

пры п = 4, т — 0, гэта значыць, што ўсе карані характарыстычнага
ўраўнення ляжаць у левай паўплоскасці. Адкуль рашэнне у = 0 
асімптатычна ўстойлівае.

§ 3. Другі метад Ляпунова

Універсальным метадам даследавання ўстойлівасці розных 
класаў сістэм з дапамогай адпаведным чынам падабранай функцыі, 
так званай функцыі Ляпунова, з’яўляецца метад функцый Ляпунова. 
Пры гэтым не патрабуецца веданне рашэнняў сістэмы. Гэты метад 
яшчэ называюць другім метадам Ляпунова.

Прывядзём наступныя азначэнні.
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Азначэнне 1. Функцыяй Ляпунова называюць сапраўдную 
непарыўна дыферэнцавальную функцыю V(t,x), V:IxDH -^ R1, 
якая задавальняе ўмове V(t,O) = O .

Азначэнне 2. Вытворнай V функцыі V(t,x) у сілу сістэмы 
(1) называюць велічыню

Калі x = x(t) ёсць рашэнне сістэмы (1), to V уяўляе сабой 
поўную вытворную па часу складанай функцыі v(t,x(t)). Адзна-

чым, што для вылічэння V фактычнага ведання рашэння x(t) не
патрабуецца.

Абазначым праз О),(н) (й>0, 
і = 1,2,3,4) скалярныя непарыўныя 
неспадальныя функцыі такія, што 
03,(0) = 0 і 03,(й)>0 пры й>0 
(мал. 11). Mae месца

Тэарэма 2 (першая тэарэма 
Ляпунова). Няхай існуе функцыя 
Ляпунова V(t,x) такая, што

(і);(|х|)<К(Г,х), (11)

Тады нулявое
Ляпунову. Функцыі

Ў<0. (12)
рашэнне сістэмы (1) будзе ўстойлівым па 
V(t,x), што задавальняюць умове (11),

называюць дадатна вызначанымі. Вытворная V, што задавальняе 
ўм.ове (12), называецца знакаадмоўнай.

А.М. Ляпуноў карыстаўся іншым, эквівалентным (11), азна- 
чэннем такіх функцый [48].

Тэарэма 3 (тэарэма К.П. Персіцкага). Калі ў дадатак да 
ўмоў тэарэмы 2 выконваецца няроўнасць 

V(t,x)<d)2(\x\) (13)
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тады нулявое рашэнне сістэмы (1) раўнамерна ўстойлівае па пачат- 
коваму моманту t0.

Пра функцыі Ляпунова, якія задавальняюць умове (13), бу- 
дзем казаць, што яны дапускаюць бясконца малы вышэйшы ліміт.

Першапачаткова выкарыстоўвалася іншае эквівалентнае 
азначэнне [48],

Тэарэма 4 (другая тэарэма Ляпунова). Няхай існуе функ- 
цыя Ляпунова V(t,x) такая, што

(OjdxD^K^x^^OxI), (14)
Г(Сх;<-О);(Ы). (15)

Тады нулявое рашэнне сістэмы (1) раўнамерна асімптатычна ўстой- 
лівае.

У класічнай рабоце А.М.Ляпунова [48] тэарэма 4 сфармуля- 
вана так: няхай існуе дадатна вызначаная функцыя V(t,x), што да- 
пускае бясконца малы вышэйшы ліміт, вытворная якой у сілу ўраў- 
ненняў (1) адмоўна вызначаная. Тады трывіяльнае рашэнне ўраўнен- 
ня (1) асімптатычна ўстойлівае.

Калі не меркаваць, што няроўнасць (13) выканана, то рашэн- 
не x(t) = 0 можа не быць асімптатычна ўстойлівым (гл. прыклад 
Х.Л.Масэра, [38], глава I, § 2, с. 18 - 19).

Тэарэма 5 (тэарэма Я.А.Барбашына, М.М.Красоўскага).
Няхай выкананы ўсе ўмовы тэарэмы 4 і, акрамя таго,

СО/^мў—»oo,W—>°о. (16)
Тады рашэнне x(t) = O сістэмы (1) асімптатычна ўстойлівае ў цэ- 
лым.

Адзначым, што пры парушэнні ўмовы (16) асімптатычнай 
устойлівасці ў цэлым можа і не быць (гл. [49], глава I, § 3. с. 22 - 23).

Сфармулюем цяпер адну тэарэму аб няўстойлівасці. Возьмем 
непарыўна дыферэнцавальную функцыю V(t,x) і абазначым праз 
Q абсяг віду Q = {|х| < Н, V(t,x)> о}. Дапусцім, што абсяг Q ва- 

лодае наступнымі ўласцівасцямі:
a) Q складаецца з некалькіх звязных адкрытых кампанент;
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6)yg ёсць пункты х з адвольна малой нормай |х| (мал. 12).
Тэарэма 6 (тэарэма Чэтаева). Няхай існуе функцыя V(t,x) 

такая, што абсяг Q = ^x\< Н, V(t,x) > б}задавальняе ўмовам а) і 

б). Тады, калі ў абсягу ^функцыя V(t,x) абмежаваная, а яе 
вытворная ў сілу сістэмы (1) дадатна вызначаная (гэта значыць

Мал. 12

Й7,х>>со4(|х|), xeQ), 
то нулявое рашэнне сістэмы (1) 
няўстойлівае.

Прыведзеныя вышэй тэа- 
рэмы поўнасцю рашаюць боль- 
шасць задач устойлівасці. Аднак 
іх прымяненне ў шэрагу выпадкаў 
ускладняецца цяжкасцю пабудовы 
функцый Ляпунова, што задаваль- 
няюць умовам гэтых тэарэм. Пры- 
вядзём цяпер тэарэму, якая выка- 
рыстоўвае больш простыя функ- 
цыі Ляпунова. Разгледзім аўта- 
номную сістэму

Мал. 13

x(t) = f(x), f(0) = 0, x^Rn ,(\1} 
x(t0) = x°.

Рашэнне сістэмы (17) абазначым праз 
x(t,xn). Пункт у & Rn будзем назы- 

ваць (О-лімітавым для пункта х°, калі 
існуе паслядоўнасць {1Л}, tn—> °° 

такая, што у = lim x(tn,x°) . Пакажам, 
л—>оо

што мноства Q усіх лімітавых пунктаў
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дадзенага пункта х° ёсць замкнутае мноства, якое складаецца з 
цэлых траекторый (мал. 13). Замкнутасць мноства Q праверым 
наступным чынам.

Калі у* = limyn,yn gQ, то уп = Нт x(t х°) і таму 
л->°о Z;—>оо *

у* = lim limx(tn ,х°)= lim x(tn ,х°). Далей, калі yeQ, то 
п—*о°к—>оо к пк~^°° к

абавязкова x(t,y)e£l пры ўсіх t>tQ. Сапраўды, для любога t > t0 
маем

х(Уу) = х[ У ^т х({п>х° )\ = ^т х(ў + УХ° ) ■ 
\ Л—>оо / л—»ОО

Таму х(t,y)& Q.
Мноства, што складаецца з цэлых траекторый, называюць 

інварыянтным мноствам. Калі У(х)>0 - некаторая функцыя Ляпу- 
нова, прычым V <0, то ўсе CO -лімітавыя пункты для дадзенага 
пункта х° ляжаць на адной паверхні ўзроўню функцыі V(x), гэта 
значыць для ylty2^yi мае месца роўнасць У(У]) = У(у2)- Са- 
праўды, няхай у],у2е£1. Згодна з азначэннем існуюць дзве 
паслядоўнасці {с„}, /„—>+°°, * {^п}’ Т„—>+«>, такія, што 

x(tn,x°)-^ yj, х(Хп,х°)-^у2 пры «-)+«. Выберам цяпер 
{/'} з {/„} і {т'} з {т„} такія, што /' < т' X/ п> 1. Тады ў сілу 

няроўнасці У(х)<0 будзем мець:

у(х(Уп,х0))>у(х(х'п,х°)У
Адсюль пры п —> +<» атрымліваем, што V(yl)>V(y2). Аналагіч- 
на, выбіраючы паслядоўнасці {/"} з {/„} і {т"} з {т„} пры ўмове 

t" > т", знаходзім У(у]) <V(y2 ). Такім чынам, У(Уі)-У(у2) 
для ўсіх пунктаў У/ і У2 3 CO-лімітавага мноства Q.
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Тэарэма 7 (тэарэма Я.А.Барбашына, М.М.Красоўскага).
Няхай існуе функцыя Ляпунова V(x) такая, што V(x)>(£>!(|х|),

Ў <0, прычым мноства {х: V = 0} не змяшчае цэлых траекторый 

сістэмы (17), акрамя пункта х = 0. Тады нулявое рашэнне ўраўнен- 
ня (17) асімптатычна ўстойлівае.

Заўважым, што прыведзеная тэарэма 7 выконваецца і для 
перыядычных сістэм (1).

Практыкаванне 1. Паказаць, што тэарэма 7 мае месца, калі 
патрабаванне існавання функцыі <0/(Ы) і няроўнасці

V(х) > (S3і^\х\) замяніць умовамі V(x)>0 для ўсіх 
V(0) — 0, пры гэтым астатнія ўмовы тэарэмы не мяняюцца.

Адзначым, што калі ўраўненне <p(Xj,...,xn) = 0 
мноства V = 0,то ўмова

dt дХі 
будзе дастатковай для адсутнасці цэлых траекторый у 
Ў = 0.

х*0

апісвае

мностве

Прыклад 1. Даследаваць, пры якіх значэннях параметраў 
dx3 

a,b,c,d нулявое рашэнне сістэмы ўраўненняў — = ах + Ьу, 
at

— = СХ + dy пры Ьс <0 будзе ўстойлівым.

Рашэнне. Паколькі правая частка кожнага з дадзеных ураў- 
ненняў уяўляе сабой суму дзвюх функцый, адна з якіх залежыць 
толькі ад х, другая - толькі ад у, будзем спрабаваць адшукваць 
функцыю V(x,y) у выглядзе V(x,y) = Vj(x) + V2(y),a3e У/(х) і 
V2(y) “ непарыўна дыферэнцавальныя ў наваколлі пачатку каар- 
дынат функцыі, такія, што Vt(0) = 0, V2(0) = 0.

Складзём поўную вытворную па t ад функцыі V(x,y) у сі- 
лу зыходнай сістэмы. Будзем мець
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dt dx
dV^t dy (CX

dV
Будзем патрабаваць, каб функцыя —— мела такую ж струк- 

dt
z х dV

туру, што і функцыя V(x,y), гэта значыць, каб —— таксама была 
dt

сумай дзвюх функцый, адна з якіх функцыя толькі ад х, другая - ад 
у. Для гэтага павінна выконвацца роўнасць

dV, dV2
~r~by + ——ex = 0 або 
dx dy

by ex
dV2 dV] ’

dy dx
byАпошняя роўнасць мае месца, калі выразы

dy

сх

dx
dV2 

ёсць пастаянныя, роўныя, напрыклад, 1. 3 роўнасцяў —— = by і 
dy

dY, . by2 ex2
~— = —cx знаходзім Y2(y) = —^-,Vj(x) = —~^-. Функцыя 

У(Х>У) nPbI bc<0 з’яўляецца знакавызначанай, яе вытворная мае 

выгляд —— = -асх + bdy .
dt

Калі a <0, d <0, be <0, to выконваюцца ўмовы тэарэмы 
Ляпунова аб устойлівасці (гл. тэарэму 2). Таму пры такіх значэннях 
параметраў a,b,c,d нулявое рашэнне дадзенай сістэмы ўраўненняў 
устойлівае.

Прыклад 2. Даследаваць на ўстойлівасць нулявое рашэнне 
сістэмы х = у^ + х5, ў = х3 + у3 .

Рашэнне. Функцыя Y = х4 - у4 задавальняе ўмовам тэарэ-
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Wav 8 8
* ~dt~ = 4(x ~У ) ~ 

дадатна вызначаная функцыя ў абсягу |х| > |у|. У сілу гэтай тэарэмы 

нулявое рашэнне дадзенай сістэмы няўстойлівае.
Прыклад 3. Даследаваць на ўстойлівасць ураўненне ваган- 

няў матэрыяльнага пункта пад уздзеяннем нелінейнай аднаўляльнай 
сілы f(x)y асяроддзі, супраціўленне якой нелінейна залежыць ад 
скорасці х.

x + (p(x) + f (х) = 0, q(0) = f (0) = 0. (18)
Рашэнне. Запішам ураўненне (18) у выглядзе сістэмы х = у, 

ў = -f (x)-ty(y). Функцыю V(x,y) будзем адшукваць у выглядзе 
V(x,y)=A(x) + B(y). Вылічым вытворную гэтай функцыі па часу,
складзеную ў сілу атрыманай сістэмы. Будзем мець 

dV dA dB, х

dA dB У f (x)
3 умовы ~y — ~~ f (x) — 0 маем = , , • 3 апошняй dx dy aA

dy dx
роўнасці, прыраўняўшы, напрыклад, абедзве часткі да 1, знаходзім

B(y) = ^-,-A(x) = \f(t)dt.

Ляпунова

Такім чынам, увядзём функцыю

V(x,y) = ^- + \f(t)dt. (19)
2 о

Няхай выконваюцца ўмовы
х f(x)>0, х*0, уу(у)>0, у*0. (20)

Тады функцыя (19) з’яўляецца дадатна вызначанай, а яе вытворная 
роўна V = ~У ty(y)-

Мноства V = 0 у дадзеным выпадку мае выгляд [у = 0, х -

1 Іа* 331



адвольнае}. Але калі на некаторым рашэнні у = 0 , то і ў = 0 , a 
значыць, і f (х) = 0. Згодна з умовамі (20) пункт х = 0 з’яўляецца 

адзіным нулём функцыі f (х). Значыць, ва мностве V = 0 няма 
цэлых траекторый, акрамя пункта х = 0, у = 0.

Згодна з тэарэмай 7, нулявое рашэнне ўраўнення (18) асімп- 
татычна ўстойлівае, калі выконваюцца няроўнасці (20).

м
Калі, акрамя таго, Um \ f (t)dt = °°, то ў сілу тэарэм 7 і 5

нулявое рашэнне асімптатычна ўстойлівае ў цэлым.

§ 4. Устойлівасць па першаму набліжэнню

Няхай х = 0- становішча раўнавагі нармальнай сістэмы ды- 
ферэнцыяльных ураўненняў

X = f(t,x), (21)
правая частка якой задавальняе ўмовам тэарэм існавання і адзінасці і 
мае выгляд

f(t,x) = A(t)x + F(t,x), 
дзе A(t) - матрыца, прычым

\F(t,x)\
Пт 1 =0.

Ы->о |х|
Лінейную сістэму

х= A(t)x
называюць першым набліжэннем або лінеарызацыяй зыходнай сіс- 
тэмы (21).

Адзначым, што згодна з дапушчэннямі

F(t,0) = 0 і A(t) =

(^fi —
Т~(^0), J = ^^ дх,

ў = 1,п
Разгледзім выпадак, калі A - пастаянная матрыца.
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Тэарэма 8 (тэарэма Ляпунова аб устойлівасці па першым 
набліжэнні). Няхай зададзена нармальная сістэма ўраўненняў

х = Ax + F(t,x), (F(t,0) = 0\ (22) 

дзе A - пастаянная матрыца, усе ўласныя значэнні якой маюць ад- 
моўныя сапраўдныя часткі, і пры t>toi дастаткова малым |х|

\F(t,x)\<M\x\'+a,

дзе a і М - дадатныя пастаянныя. Тады становішча раўнавагі 
х = 0 сістэмы ўраўненняў (22) асімптатычна ўстойлівае.

Тэарэма 9 (тэарэма Ляпунова аб няўстойлівасці па 
першым набліжэнні). Няхай зададзена нармальная сістэма ўраў- 
ненняў (22), дзе A - пастаянная матрыца, якая мае хоць адно ўлас- 
нае значэнне з дадатнай сапраўднай часткай і пры t>toi дастаткова 
малым |х|

\F(t,x)\<M\x\l+a,

дзе a і М - дадатныя пастаянныя. Тады становішча раўнавагі 
х = 0 сістэмы ўраўненняў (22) няўстойлівае.

Практыкаванне 1. Самастойна даказаць тэарэму 9 (гл. [38], 
глава I, § 7, с. 48).

Прыклад 1. Разгледзім сістэму дыферэнцыяльных ураўнен- 
няў віду (22):

Л 1 + t’

ў = 2х - Зу +------ — ,t > 0.
1 + t

Пры t > 0 усе ўмовы тэарэмы Ляпунова аб устойлівасці па першым

набліжэнні выкананы, таму што матрыца A = мае ўлас-

ныя значэнні Х] 2 =-2 + і. Таму становішча раўнавагі х = у = 0 
будзе асімптатычна ўстойлівым.
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Прыклад 2. Аварачальны pyx снараду апісваецца ўраўнен- 
нямі

Jp + Ad2 sin Р cos р - Cndcos Р = eRsin Р cos a, 
» . • „ ■ (23)

Ad cos Р - 2 Ad^> sin $ + Cn$ = eRsin a,
дзе a,P - некаторыя вуглы, што мяняюцца з часам, п - праекцыя 
вуглавой скорасці вярчэння снарада на яго вось, С - момант інерцыі 
снарада адносна яго восі, A - момант інерцыі адносна вертыкальнай 
восі, што праходзіць праз цэнтр цяжару, е - адлегласць ад цэнтра 
цяжару да цэнтра ціску (так называецца пункт, дзе прыкладаюцца 
сілы супраціўлення паветра), R - лабавое супраціўленне. 
Даследаваць на ўстойлівасць нулявое рашэнне ўраўненняў руху.

Рашэнне. Будзем меркаваць, што ў (23) sin a ~ a, cos a ~ 1, 
sin$~$, cos ^ ~ 1. Адкінуўшы члены, парадку вышэй за першы, 
для (23), атрымаем ураўненні першага набліжэння

AQ-Cnd = е^Р,
а (24)Ja + Cnp = eRa.

Характарыстычнае ўраўненне лінейнай сістэмы (24) мае выгляд
А)с-eR -СпХ

= 0
Спк AX"-eR

або
(AX2 -eR] +С2п2)с =0.

Ураўненне (25) мае карані
X1.2.3.4 -(?А)~' ± Спі ± ^4 AeR - С2п~ .

(25)

(26)

Калі 4 AeR - С2п2 > 0. то два карані (26) маюць дадатную 
сапраўдную частку і рашэнне лінейнай сістэмы (24) няўстойлівае. 
Пры гэтым, у сілу тэарэмы 9, рашэнне нелінейнай сістэмы (23) 
таксама няўстойлівае.

Калі ж 4AeR - С2п~ < 0, то ўраўненне (25) мае дзве пары
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чыста ўяўных каранёў. У гэтым крытычным выпадку ўраўненні пер- 
шага набліжэння (24) не дазваляюць разважаць аб устойлівасці поў- 
най сістэмы (23).

Заўвага 1. Выкарыстоўваючы тэарэму Чэтаева, можна 
паказаць, што ў выпадку 4AeR — С2п2 <0 рашэнне сістэмы (23) 
будзе ўстойлівым (гл. [38], глава I, § 3, с. 21 - 22).

Практыкаванне 2. Правесці поўнае даследаванне сістэмы 
(23) на ўстойлівасць.

Прыклад 3. Знайсці, пры якіх значэннях параметраў a і Р 
dx

рашэнне х = у = z = 0 сістэмы ўраўненняў — = OCX - cos У + е>

dy ■> dz
— = $ sin х + ln( 1 + ay) - xz , — = х cos z + $у + sin az асімпта- 

тычна ўстойлівае.
Рашэнне. Ураўненні першага набліжэння, якія адпавядаюць 

дадзенай сістэме, маюць выгляд 
dx п dy п dz п — = ax + Bz, — = B+ay, — = By + az.
dt v dt dt

Уласныя лікі матрыцы каэфіцыентаў апошняй сістэмы вызначацца з 
характарыстычнага ўраўнення

а-Х
Р
0

0
a- X

Р

3
о

a-k
= 0, к3 -Зак2 +За2Х-а3 -$3 =0.

Для вызначэння значэнняў параметраў a і Р, пры якіх сапраўдныя
часткі каранёў характарыстычнага ўраўнення адмоўныя, выкарыста- 
ем крытэрый Рауса-Гурвіца (гл. § 2). Матрыца Гурвіца для ха- 
рактарыстычнага ўраўнення будзе такой:

' -За 1 0 '

-a5-pJ За2 -За
0 0 -а5-Р^
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Умовы адмоўнасці сапраўдных частак каранёў гэтага 
ўраўнення запішуцца ў выглядзе сістэмы няроўнасцяў

-За>0, -9а3 +а3 +^>3 >0, -a3-pJ>0.
3 гэтай сістэмы знаходзім a < 0,2a < Р < -a. Гэта значыць, 

што, калі a і Р задавальняюць умовам a < 0, і 2a < Р < -a, тады 
рашэнне х = у = z = 0 зыходнай сістэмы з’яўляецца асімптатычна 
ўстойлівым (гл. тэарэму 8).

§ 5. Фазавая плоскасць

Даследаванне фазавага партрэта сістэмы дыферэнцыяльных 
ураўненняў з’яўляецца адной з задач так званай якаснай тэорыі 
дыферэнцыяльных ураўненняў.

Разгледзім сістэму дыферэнцыяльных ураўненняў 
dx dy
~Т=Р(х, у), — = Q(x, у), (27) 
dt dt

дзе Р(х,у) і Q(x,y) - непарыўна дыферэнцавальныя ў некаторым 

абсягу D е R' (або ва ўсёй плоскасці) функцыі. Сістэму (27) часта 
называюць дынамічнай сістэмай, а каардынатную плоскасць Оху - 
яе фазавай плоскасцю.

Даследаванне наваколля становішча раўнавагі сістэмы (27) - 
гэта лакальная задача якаснай тэорыі дыферэнцыяльных ураўнен- 
няў. У асобных выпадках, даследаваўшы паводзіны фазавых кры- 
вых у наваколлі кожнага пункта раўнавагі, удаецца рашыць гла- 
бальную задачу якаснай тэорыі - устанавіць паводзіны фазавых 
крывых сістэмы (27) на ўсёй фазавай плоскасці. У агульным вы- 
падку гэтая задача даволі складаная.

У сістэме (27) могуць мець месца тры тыпы фазавых траек- 
торый (гл. § 4.8): пункт, замкнутая крывая і незамкнутая крывая. 
Рашэнне. траекторыяй якога з’яўляецца пункт [х0,у0^ (становішча 

раўнавагі), - пастаяннае x(t)-x0, y(t) = у0 для ўсіх t е R. Замк-
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нутая крывая адпавядае перыядычнаму рашэнню, а незамкнутая -
неперыядычнаму.

Каб пабудаваць траекторыі сістэмы (27) на фазавай 
плоскасці Оху, можна або даследаваць непасрэдна паводзіны так
званых асаблівых фазавых крывых гэтай сістэмы (пункт спакою, 
лімітавыя цыклы (гл. § 4.8) і незамкнутыя крывыя), або, падзяліўшы 
адно ўраўненне на другое , прывесці (27) да ўраўнення першага
парадку

dy _ Q(x.y) 
dx Р(х,у)

(28)

Траекторыі сістэмы (27) будуць інтэгральнымі крывымі 
ўраўнення (28). Іх можна пабудаваць, рашыўшы (28), або метадам 
ізаклін, пры гэтым неабходна даследаваць пункты спакою сістэмы 
(27).

Для даследавання пунктаў спакою сістэмы (27) патрэбна пе- 
ранесці пачатак каардынат у даследуемы пункт і раскласці функцыі 
Р(х,у) і Q(x,y) у наваколлі гэтага пункта ў рады Тэйлара па х і
у. Адкідаючы ўсе члены, пачынаючы з другога парадку, атрымаем 
лінейную сістэму

х = aj/X + а]2у, 
ў = а2Іх + а22у.

Няхай X] і X2 - уласныя значэнні матрыцы

(29)

aij,j = l,n

J = ^п

Становішча раўнавагі (0,0) сістэмы (27) будзем называць нявыра- 
джаным, калі лікі \1 \ к2 не роўны паміж сабою і іх сапраўдныя 
часткі адрозніваюцца ад нуля. Паводзіны траекторый лінейнай сіс- 
тэмы (29) былі апісаны ў § 3.8. За становішчам раўнавагі (0,0) сіс- 
тэмы (27) захоўваецца назва, дадзеная ў § 3.8. Калі лікі ^ і ^2 або- 
два сапраўдныя і адмоўныя, то становішча раўнавагі называецца ўс- 
тойлівым вузлом. Калі лікі Х; і Z,2 абодва сапраўдныя і дадатныя,
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то становішча раўнавагі называецца няўстойлівым вузлом. Калі лікі 
Х7 і X, камплексна спалучаныя і маюць адмоўную сапраўдную 
частку, то становішча раўнавагі называецца ўстойлівым фокусам. 
Калі лікі X; і ^ камплексна спалучаныя і маюць дадатную са- 
праўдную частку, то становішча раўнавагі называецца няўстойлі- 
вым фокусам. Калі лікі ^ і X, сапраўдныя і маюць розныя знакі, 
то становішча раўнавагі называецца сядлом.

Найбольш простыя ўласцівасці паводзін траекторый паблізу 
становішчаў раўнавагі можна ўстанавіць, непасрэдна карыстаючыся 
тэарэмай 8. Так, можна сцвярджаць, што ўстойлівы вузел і 
ўстойлівы фокус з’яўляюцца асімптатычна ўстойлівымі 
становішчамі раўнавагі. Гэтае сцвярджэнне ў значнай ступені ўжо 
вырашае пытанне аб паводзінах траекторый паблізу вузла і фокуса. 
Сапраўды, калі вядома, што дадзенае становішча раўнавагі 
з’яўляецца асімптатычна ўстойлівым, то з пункту гледжання 
прыкладанняў ужо часта бывае не важна, якім менавіта чынам 
імкнуцца да яго траекторыі.

Для прыдання больш простага віду сістэме (27) прыменім у 
фазавай плоскасці пераўтварэнне каардынат. Раскладаючы правыя 
часткі сістэмы (27) у рады Тэйлара па х іу з дакладнасцю да чле- 
наў другога парадку, атрымаем:

х = ацХ + аІ2у + Fl(x,y), 
ў =a21x + a22y + F2(x,y), (30)

дзе астаткавыя члены F/(x,y) і F2(x,y) у пункце х = 0, у = 0 пе- 
ператвараюцца ў нуль разам са сваімі першымі вытворнымі па х і 
у і могуць быць запісаны ў выглядзе

F/(x,y) = гпх2 + 2гІ2ху + гІ3у2, 

^2(Х>У) = Г21Х' + ?Г22ХУ + Г23У2 - (31)

прычым каэфіцыенты г^ гэтых «квадратычных форм» з’яўляюцца 
функцыямі зменных х,у, абмежаванымі паблізу пачатку каарды- 
нат. Выконваючы сапраўднае лінейнае пераўтварэнне велічынь х,у
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у велічыні ^,Т|. можна прывесці сістэму (30) да простага 
прычым неабходна адрозніваць два выпадкі:

1) калі ўласныя значэнні X/ і X, матрыцы
ау,) = 1,п, 

і = 1,п
сапраўдныя і розныя, тады сістэма ўраўненняў для 
запісваецца ў выглядзе

^ = ХД + р^,Г|Л П = Х2Г| + О(^ПА

віду,

(32)

ау,1 = 1,п,
2) калі ўласныя значэнні матрыцы камплексна спа-

U = а» ;
лучаныя, гэта значыць маюць выгляд oc + z'P і а-ф, то сістэма 
ўраўненняў для ^,Т| запішацца ў выглядзе

^С^-рП + р^.ГіЛ f] = p^ + at| + G^,n/ (33)
У абодвух выпадках астаткавыя члены р(^,Т|) і О(^,Т|) валодаюць 
тымі ж уласцівасцямі, якія былі адзначаны вышэй для функцый 
F^x.y) і F2(x,y) .У першым выпадку сістэма прыме выгляд (32), 
калі прыняць за восі напрамкі ўласных вектараў матрыцы

ay.J = 1,п,

J = ^n >
Практыкаванне 1. Знайсці такое лінейнае пераўтварэнне 

каардынат і,у у каардынаты ^,Т|, каб сістэма (30) прыняла выгляд 
адпаведна (32) або (33) (гл., напрыклад, [26], глава II, § 14. с. 98).

Прывядзём тэарэмы, якія вызначаюць паводзіны траекторый 
паблізу да пунктаў спакою.

Тэарэма 10. Дапусцім, што пачатак каардынат О сістэмы 
(27) уяўляе сабой фокус, гэта значыць уласныя значэнні матрыцы

ау,) = 1,п, 

J = 1,п
з’яўляюцца камплексна спалучанымі лікамі
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Х = а + ф, Х = а —z'P, прычым а ^ 0, р / 0. Калі а<(/, топры 
/—>«5 усе траекторыі, што праходзяць паблізу пункта О, 
намотваюцца на пачатак каардынат О як спіралі, калі ж a > 0, то 
пры t —» —оо усе траекторыі, што праходзяць паблізу пункта О, 
намотваюцца на пачатак каардынат О як спіралі.

Тэарэма 11. Няхай 0 = (0,0) - устойлівы вузел сістэмы (27) 
з уласнымі значэннямі X/ і Х2, прычым Х2 <Х7 <0. У напрамку 
ўласнага вектара з уласным значэннем X/ правядзём праз О пра- 
мую /;, а ў напрамку ўласнага вектара з уласным значэннем Х2 - 
прамую 12. Тады кожная траекторыя, што пачынаецца дастаткова 
блізка да пункта О, асімптатычна набліжаецца да О пры t —> +« і 
мае ў пункце О датычную. Пры гэтым толькі дзве траекторыі да- 
тыкаюцца прамой 12, падыходзячы да пункта О з процілеглых 
бакоў, астатнія ж усе датыкаюцца прамой //. У выпадку няўстой- 
лівага вузла {0<\І<"к2) паводзіны траекторый пры /—»-<» 
аналагічныя.

Практыкаванне 2. Даказаць самастойна тэарэму 11 аб па- 
водзінах траекторый паблізу вузла (гл., напрыклад, [26], глава V, 
§30, с. 261).

Тэарэма 12. Будзем меркаваць, што становішча раўнавагі 
О = (0,0) сістэмы (27) з’яўляецца сядлом. Няхай 1/ - прамая, што
праходзіць праз пункт О у напрамку ўласнага вектара матрыцы
aij,j = l,n, 

j = l.n
з адмоўным уласным значэннем, а 12 - прамая, што

праходзіць праз пункт О у напрамку ўласнага вектара матрыцы
aij,j = l,n, 

J = ^n
з дадатным уласным значэннем. Тады (мал. 14) існу-

юць роўна дзве траекторыі U/ i U2 сістэмы (27), якія пры t —> +°° 
асімптатычна набліжаюцца да пункта О. Гэтыя траекторыі разам з

340



пунктам О утвараюць непарыўную дыферэнцавальную крывую U, 

якая датыкаецца прамой /, у пункце О.
Гэтак жа сама існуюць 

роўна дзве траекторыі V] і V2 
сістэмы (27), якія пры t —> -<» 

асімптатычна набліжаюцца да 
пункта О, гэтыя траекторыі 
разам з пунктам О утвараюць 
непарыўную дыферэнцаваль- 
ную крывую V, якая 
датыкаецца прамой 12 у пункце

Мал. 14 О. Астатнія траекторыі сістэмы 
(27), што праходзяць паблізу пункта О. паводзяць сябе, у агульным, 
так жа, як і ў выпадку лінейнага ўраўнення (гл. § 3.8).

Практыкаванне 3. Даказаць самастойна тэарэму 12 аб па- 
водзінах траекторый паблізу сядла (гл., напрыклад, [26], глава V, 
§ 30, с. 253).

Заўвага 1. У тым выпадку, калі для лінейнай сістэмы пункт 
х = 0,у = 0 з’яўляецца цэнтрам, для сістэмы (27) ён можа быць
фокусам або цэнтрам. Для існавання цэнтра дастаткова, каб фазавыя 
крывыя мелі вось сіметрыі, якая праходзіць праз даследаванае 
становішча раўнавагі. Відавочна, што вось сіметрыі існуе, калі 
ўраўненне (28) не мяняецца пры замене х на — х (або у на -у). 
Для існавання фокуса неабходна і дастаткова, каб становішча 
раўнавагі было асімптатычна ўстойлівым пры t —> +°° або t —> -» 

(пра паняцце праблемы цэнтра і фокуса гл. [3], глава V, § 4, п. 143, 
с. 323, [35], глава I, с. 5).

Заўвага 2. Пры выясненні пытання існавання лімітавых 
цыклаў сістэмы ўраўненняў (27) часта карыстаюцца прынцыпам 
кольца, які быў прапанаваны Пуанкарэ (гл. прыклад 4.8.1), крытэ- 
рыем Бендзіксона, які ўказвае дастатковую ўмову адсутнасці лімі- 
тавых цыклаў (гл. [9], глава VII, § 55, с. 228): калі ў некаторым ад-
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дР dQ
назвязным абсягу на фазавай плоскасці выраз т~+ -т~ знакапас- 

ах ду
таянны, тады ў гэтым абсягу не існуе замкнутых контураў, цалкам 
складзеных з фазавых траекторый дынамічнай сістэмы (27), або 
крытэрыем Дзюлака (гл. [39], глава IV, § 3, с. 47): калі існуе такая 
аналітычная функцыя F(x,y), што ў некаторым адназвязным аб-

э э
сягу на фазавай плоскасці выраз —(PF) + ~(QF) знакапаста- 

дх ду
янны, то ў гэтым абсягу не існуе замкнутых контураў, цалкам 
складзеных з фазавых траекторый сістэмы (27).

Прыклад 1. Даследаваць тып усіх становішчаў раўнавагі 
сістэмы ўраўненняў

dx 
~dt

^У 
dt

Рашэнне. 3 сістэмы алгебраічных ураўненняў -2ху = 0, 

х~+у —1 = 0 знаходзім усе становішчы раўнавап разглядаемай 
сістэмы: О](—1,0), 0,(1,0), О3(0,1), О4(0,-1). Характарыстычнае 
ўраўненне, якое адпавядае становішчу раўнавагі (х0,уп), мае
выгляд

~2Уо~^

2хо

~2х0

2Уо~^
= 0, \2 + 4(х2-у2) = 0.

Пры х0 =0, у0 = +1 гэтае ўраўненне мае сапраўдныя карані 
розных знакаў Х; = -2, ^2 — 2< таму становішчы раўнавагі О3 і О4 
з’яўляюцца сёдламі. Прычым вось ардынат складаецца з фазавых 
крывых, тры з якіх з’яўляюцца сепаратрысамі гэтых сёдлаў:

х = 0, у < -1;х = 0,-1 <у < 1;
х = 0,у > 1, 

да таго ж сепаратрыса х = 0, -1<у<1 з’яўляецца агульнай для 
двух сёдлаў (выходзіць для сядла О3 і ўваходзіць для сядла О4).
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Пры х0 = ±7, Уо -0 карані характарыстычнага ўраўнення з’яўля- 
юцца чыста ўяўнымі: ХІ2=+2і, таму становішчы раўнавагі O] і

Мал. 15

О2 зыходнай сістэмы мо- 
гуць быць або цэнтрамі, або 
фокусамі. Паколькі ўраўнен- 
не фазавых крывых

dy х2 +у2 -1

dx -2ху
не мяняецца пры замене 
у—-у, фазавыя крывыя зы- 
ходнай сістэмы сіметрыч- 
ныя адносна восі абсцыс. 
Адсюль вынікае, што пункты 
О/ і О-> з’яўляюцца цэнтра-

мі. Напрамак руху па замкнутых
фазавых крывых у наваколлі гэтых цэнтраў можна вызначыць 
наступным чынам. 3 другога ўраўнення сістэмы заключаем, што фа- 
завы пункт перасякае вось абсцыс так, што y(t) = x2(t)-l. Зна-
чыць, яго ардыната ў гэты момант узрастае, калі фазавы пункт пе- 
расякае вось абсцыс у пунктах, для якіх |х| > 7, і ўбывае, калі |х| < 7 
(мал. 15).

§ 6. Прыклады даследавання сістэм дыферэнцыяльных 
ураўненняў, як матэматычных мадэляў, 

метадамі якаснай тэорыі

Прыклад 1. Кансерватыўная механічная сістэ.ма з адной 
ступенню свабоды. Такая сістэма (без трэння) апісваецца ўраўнен- 
нем другога парадку

x = f(x). (34)

Будзем меркаваць, што f (х) - функцыя непарыўная разам са сваёй
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вытворнай на некаторым інтэрвале І = (а;Ь). Патэнцыяльнай 
энергіяй механічнай сістэмы называюць функцыю

X

U(x) = -$f(t>№ (a<c<b). (35)
с

Ураўненне (34) будзе эквівалентным сістэме ўраўненняў 
х = р,
p = -U'(x). <ЭД

Патрабаванне непарыўнасці вытворнай f'(x) забяспечвае 
існаванне рашэнняў сістэмы ўраўненняў (36) (гл. § 4.2, § 4.3). Стано- 
вішчу раўнавагі х = х0 ураўнення (34) адпавядае становішча раў- 
навагі х = х0, р = 0 сістэмы ўраўненняў (36).

Становішча раўнавагі х = х0 ураўнення (34) будзе з’яўляцца 
стацыянарным пунктам патэнцыяльнай энергіі U(x). Сапраўды,
калі х = х0 - становішча раўнавагі, to f (хо) = О і, згодна з (35), 
U'(xo) = -f(xo) = O.

Дапусцім цяпер, што f (х) - двойчы непарыўна дыферэн- 
цавальная на інтэрвале (а;Ь) функцыя. He парушаючы агульнасці, 
будзем лічыць х0 - 0 (гэта можна атрымаць, зрабіўшы замену 
зменных у = х-х0). Няхай х = 0 - пункт строгага мінімуму па- 
тэнцыяльнай энергіі, тады ў некаторым наваколлі пункта О 
(U(x)>U(0) пры х ^О).

р2
Пабудуем функцыю V(x,p) = U(x)-U(0) + —, якую на-

зываюць поўнай энергіяй механічнай сістэмы. Відавочна, 
ЭГ W, , х

і тады, у сілу тэарэмы 2, становішча раўнавагі х = 0, р = 0 устой- 
лівае па Ляпунову.

Няхай х = 0 - пункт строгага максімуму патэнцыяльнай
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энергіі U(x) і f'(O)>O,xaau U'(0) = 0, U"(0) =-f'(0) < 0. 
Па формуле Тэйлара атрымаем

U'(x) = U'(0)+U"(0)x + ~U"7Qx )x2 = U"(0 )x ~^f"(Qx)x2,

(o<e<i).

Абазначыўшы F(x) = —f"(Qx)x2, сістэму (36) запішам y

выглядзе
x = p,
p = -U"(0)x + F(x),

(37)

прычым пры дастаткова малых х
\F(x)\<M\x2\

Адпаведная (37) лінейная сістэма мае выгляд 
х = р,
p = -U"(0)x.

Матрыца A =
' 0

^"(0)

Г

0;
мае сапраўдныя ўласныя значэнні

X = ^- U"(0) , адно з якіх дадатнае. У сілу тэарэмы 9, становішча 
раўнавагі х = 0, р = 0 няўстойлівае.

Разгледзім цяпер ураўненне руху матэматычнага маятніка ў 
асяроддзі без супраціўлення

х + к sin х = 0, к - дадатная пастаянная. (38)
Ураўненне (38) з’яўляецца частковым выпадкам ураўнення 

(34), таму яго можна разглядаць як ураўненне, што апісвае 
прамалінейны рух без трэння цела адзінкавай масы пад уздзеяннем 
нелінейнай пружыны.

Сістэма, адпаведная ўраўненню (38), запішацца ў выглядзе 
dx dp
— = р, — = -к sin х. (39)
dt dt
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Становішчамі раўнавагі тут будуць (0,0), (±11,0), (+2п,0),..., а ды- 
ферэнцыяльнае ўраўненне фазавых траекторый сістэмы (39) мае вы- 
гляд

dp к sin х
dx р

Падзяляючы зменныя ў апошнім ураўненні і інтэгруючы, атрымаем 
ураўненне фазавых траекторый

1 ,
— р~ +к(1- cos х)= Е.

У апошнім ураўненні патэнцыяльная энергія, што вызначаецца 
формулай (35), задаецца судачыненнем

^Г^> = J f($)dt> = к(1- cos х).
о

Адлюструем у плоскасці (х.у) графік функцыі y-V(x) іпрамую 
у = Е = 2к . Вызначыўшы значэнні Е -U(x) і карыстаючыся 
судачыненнем y=±^E-V(x ,̂ атрымаем схематычна карціну

паводзін траекторый на фазавай плоскасці (мал. 16).

Мал. 16

Атрыманы фазавы 
партрэт паказвае, 
што калі энергія Е 
мяняецца ад 0 да 
2к , то адпаведныя 
фазавыя траекторыі 
будуць замкнутымі 
і ўраўненне (38) мае 
перыядычныя ра- 
шэнні. Калі ж 
Е > 2к , то 
адпаведныя фаза- 
выя траекторыі не
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з’яўляюцца замкнутымі і ўраўненне (38) не мае перыядычных 
рашэнняў. Нарэшце, значэнню Е = 2k на фазавай плоскасці 
адпавядае фазавая траекторыя, што аддзяляе два розных тыпы рухаў, 
гэта значыць з’яўляецца сепаратрысай. Хвалістыя фазавыя траекто- 
рыі, размешчаныя па-за сепаратрысамі, адпавядаюць аварачальнаму 
руху маятніка, а замкнутыя траекторыі, размешчаныя ў абсягах, 
абмежаваных сепаратрысамі, - яго вагальным рухам. Пункты 
(+2нп,0), дзе п = 0,1,2,..., з’яўляюцца цэнтрамі, а пункты 
(+тіп,0), дзе п = 1,2,..., - гэта пункты тыпу сядло.

Прыклад 2. Задача Жукоўскага аб палёце планёра.
Разгледзім палёт планёра ў вертыкальнай плоскасці Oxz 

(вось Oz накіравана ўверх). Будзем меркаваць, што сіла супраціў- 
лення паветра прапарцыянальная квадрату скорасці палёту і вугал 
атакі планёра застаецца пастаянным незалежна ад рэжыму палёту. 
Пры такіх дапушчэннях аэрадынамічныя каэфіцыенты сілы 
супраціўлення паветра С/ і пад’ёмнай сілы крылаў планёра С2 
будуць пастаяннымі. Ураўненні руху цэнтра мас планёра ў 
праекцыях на датычную і нармаль да яго траекторыі маюць выгляд 

dv 7 7
m~— = -mgsin 0~—pSC]V‘, 

at 2
dQ 1 2mv—=-mgcos 8+ — pSC,v . 

at 2 ~
Тут m - маса планёра, v - скорасць pyxy, 0 - вугал паміж датыч- 
най да траекторыі і воссю Ox, g - паскарэнне сілы цяжару, р - 
шчыльнасць паветра, S - плошча крылаў планёра.

Увёўшы беспамерныя велічыні
\pSC-, \pgSC, С,

\ 2mg \ 2,ng С2 
ураўненні руху запішам у выглядзе

7 . у2 - cos 0
y = -sin$-ay, 0 = ------------- , (40)

У
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дзе дыферэнцаванне вядзецца па беспамернаму часу Т. 3 ураўненняў 
(40) вынікае, што дынаміка палёту планёра характарызуецца адным 
істотным дадатным параметрам a, які роўны стасунку сілы супра- 
ціўлення руху планёра да яго пад’ёмнай сілы.

Паколькі значэнні (^,у) і (0 + 2п,у) адпавядаюць аднаму і 
таму ж стану, фазавай прасторай разглядаемай дынамічнай сістэмы 
з’яўляецца паверхня цыліндра, на якім уздоўж утваральнай адкла- 
дзена велічыня у, а ўздоўж накіравальнай - вугал 0 . Будзем разгля- 
даць толькі абсяг у>О,у якім фазавыя траекторыі сістэмы (40) за-
давальняюць ураўненню

dy _y(sinG + ay2 )
dQ cosQ-y2

Інтэгральная крывая у = 0 з’яўляецца асаблівай фазавай
траекторыяй сістэмы ўраўненняў (40) і адпавядае імгненнаму пера-

л л
кульванню планёра са становішча 0 = у у становішча 0 = — у ПРЫ

ператварэнні скорасці ў нуль.
Разгледзім спачатку частковы выпадак а = 0, калі сілы су- 

праціўлення адсутнічаюць і разглядаемая сістэма аказваецца кансер- 
ватыўнай. Ураўненні руху (40) у гэтым выпадку прымаюць выгляд 

у2 - cos 0
y = -sin&, 0 = ------------ . (42)

У
Адзінае становішча раўнавагі сістэмы (42) знаходзіцца ў пункце 
0 = 0, у = 1 і адпавядае рэжыму гарызантальнага палёту планёра з 
пастаяннай скорасцю. Фазавыя траекторыі вызначаюцца судачынен-
нем

^у - у cos 0 = const, (43)

якое з’яўляецца першым інтэгралам ураўнення (41) пры a = 0. Згод- 
на з (43) на фазавым цыліндры знаходзяцца два іншыя асаблівыя
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пункты з каардынатамі д = —, у = 0 0 = , у = 0 . Аднак яны не
2

будуць з’яўляцца становішчамі раўнавагі сістэмы (42), паколькі ў гэ- 
тых пунктах вытворная ў не роўна нулю. Пры пастраенні інтэграль- 
ных крывых на фазавым цыліндры будзем карыстацца крывымі (43) 
на дапаможнай плоскасці, дзе па восях каардынат адкладзены велі- 

2
чыні у і cosQ (мал. 17). Значэнню С = -~ адпавядае асаблівы

пункт Q = 0, у = 1 тыпу цэнтра. Для значэнняў С на інтэрвале

— — < С <0 фазавыя траекторыі ўяўляюць сабой замкнутыя крывыя,

што ахопліваюць цэнтр, і для 
значэнняў С>0 - замкнутыя 
крывыя, якія ахопліваюць 
фазавы цыліндр. Інтэгральная 
крывая, якая адпавядае 
значэнню С = 0, падзяляе гэтыя
два тыпы замкнутых 
траекторый. Яна складаецца з 
сепаратрыс седлавых асаблі-

лівых пунктаў 0 =—, у = 0

і е=-ў у = 0, вызначаных

Мал. 17. ураўненнем у = 0, - — <&< — і

у2 = 3cos 0. Разбіўка фазавага цыліндра на траекторыі прыведзена 
на мал. 18, дзе адлюстравана разгортка цыліндра на плоскасць. 
Траекторыі руху планёра, якія адпавядаюць розным тыпам фазавых 
траекторый, прыведзены на мал. 19.
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Такім чынам, pyx пункта па замкнутых фазавых траекторы- 
ях, што ахопліваюць становішча раўнавагі на фазавым цыліндры, ад- 
павядае палёту планёра па хвалістых лініях, а пры руху па крывых, 
што ахопліваюць фазавы цыліндр, - палёту, пры якім планёр робіць 
мёртвыя петлі.

ў агульным выпадку a *0.
Мал. 18 Згодна з ураўненнямі (40)

сістэма, як і раней, мае адно становішча раўнавагі, аднак, цяпер яго 
каардынаты вызначаюцца судачыненнямі

( ^
Qn=-arctga \- — <G0<0

Становішча раўнавагі (44) адпавядае палёту планёра па сыходнай 
прамой з пастаяннай скорасцю у0 < 1. Устойлівасць гэтага стано- 
вішча раўнавагі вызначаецца каранямі характарыстычнага ўраўнення 

к* + Зак. + 2 = 0, 
адкуль вынікае, што раўнавага заўсёды ўстойлівая: пры значэннях 

2^2 2^2
a < —-— асаблівы гтункт - фокус, а пры a >--------  вузел.
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Пакажам, што ў разглядаемым выпадку на фазавым цылінд- 
ры не можа быць замкнутых фазавых траекторый ні пры якім зна- 
чэнні параметра a *0.

Для гэтага выкарыстаем крытэрый Дзюлака (гл. заўвагу 5.1), 
узяўшы у ў якасці функцыі F :

д(уР) d(yQ) ( 3\д ( 2 ч 2

Гэты выраз ператвараецца ў нуль толькі на акружнасці у-0, якая 
ахоплівае фазавы цыліндр. Значыць, у абсягу у>0 замкнутыя фаза- 
выя траекторыі адсутнічаюць.

Упэўнімся ў тым, што ў абсягу у > 0 не можа быць замкну- 
тых траекторый, якія ахопліваюць фазавы цыліндр. Сапраўды, да- 
пусцім, што такая траекторыя існуе. Тады, злучыўшы гэтую замкну- 
тую фазавую крывую з інтэгральнай крывой у = 0 пры дапамозе

адрэзка ўтваральнай, атрымаем замкнуты 
контур (мал. 20), які абмяжоўвае абсяг, 
заключаны паміж інтэгральнымі крывымі. 
Інтэграл jy(Pdy-Qdx), узяты ўздоўж 

гэтага контура, роўны нулю, таму што 
адрэзак АВ на мал. 20 праходзіцца два 
разы ( у прамым і зваротным напрамку), a 
астатнія ўчасткі гэтага замкнутага контура 
складаюцца з інтэгральных крывых. Таму

Мал. 20 
дСуР) d(yQ)

выраз ——----Ч------ ---- павінен быў бы ў разглядаемым абсягу пера-
оу дх

тварацца ў нуль, што немагчыма. Значыць, у выпадку a *0 усе фа- 
завыя траекторыі асімптатычна набліжаюцца да ўстойлівага стано- 
вішча раўнавагі. Фазавы партрэт сістэмы адлюстраваны на мал. 21.

Такім чынам, калі прысутнічаюць сілы супраціўлення павет- 
ра, планёр пры любых пачатковых умовах прыходзіць да адзінага 
ўстойлівага раўнаважнага рэжыму. Калі пачатковая скорасць планё-
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ра дастаткова вялікая, то планёр зробіць спачатку адну або некалькі 
мёртвых петляў, затым па хваліста згасальнай траекторыі будзе на- 
бліжацца да траекторыі прамалінейнага палёту.

Адна з магчымых траекторый палёту планёра 
Мал. 21 паказана на мал. 22.

Прыклад 3. Лінейны асцылятар з вязкім 
трэннем.

Малыя ваганні асцылятара ў тым выпадку, калі сіла вязкага 
трэння будзе прапарцыянальнай скорасці, апісваюцца ўраўненнем 

mz + hz + kz = 0,
дзе т - маса, h - каэфіцыент трэння, к - каэфіцыент пругкасці 
асцылятара.

Электрычным аналагам гэтай сістэмы служыць вагальны 
контур з амічным супраціўленнем R , які задавальняе ўраўненню

Lq + Rq+^q = 0, 

тут q - зарад кандэнсатару, С - ёмістасць, L - індуктыўнасць. У

беспамерных велічынях
zo\ Чо )

2°=R^ = абодва гэтыя ўраўненні запішуцца ў выглядзе

х + 25х + х = 0, (45)
дзе на гэты раз кропка азначае вытворную па Т, а не па /, як у 
папярднім выпадку.
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У адсутнасці вязкага трэння (8 = 0) атрымліваем 
кансерватыўную сістэму. Фазавыя траекторыі на плоскасці Охх 
уяўляюць сабой канцэнтрычныя акружнасці з цэнтрам у пачатку 
каардынат. Аднак для любога як патрэбна малога 5 (0 <Ь « 1) у 
фазавым партрэце адбываюцца якасныя змяненні. Сапраўды, 
агульным рашэннем ураўнення (45) пры 0 <Ь « 1 з’яўляецца

х = Ае~Ьх cos (сот + a),
дзе co = >/^ - 82; А,а - адвольныя пастаянныя. Згодна з гэтым ра- 

шэннем параметрычныя ўраўненні траекторый на фазавай плоскасці 
Оху маюць выгляд

х = Ае~^х cos (сот + a),
1 (46)

у = х = -Ае [Seos (шх + а)+ (йsin fcor + аД
Калі ўвесці зменныя й = (йх, v = y + 8x, то ўраўненні фаза- 

вых траекторый на плоскасці Ouv у палярных каардынатах р, ф 
(u = pcos ф, v = psin ф) прымаюць выгляд

р = соЛе-5т, ф = -(сот + а),
S

а пасля вылучэння часу Т , р = Сехр—ф, дзе С - новая адвольная

пастаянная.
Такім чынам, на плоскасці 

Ouv фазавымі траекторыямі служыць 
сямейства лагарыфмічных спіраляў з 
асімптатычным пунктам у пачатку 
каардынат. На плоскасці Оху фазавыя 
траекторыі таксама ўяўляюць сабой 
спіралі, што скручваюцца да пачатку 
каардынат (мал. 23). Пры руху па 
любой з гэтых фазавых траекторый 
пункт асімптатычна (пры t —» +»)

набліжаецца да пачатку каардынат, дзе знаходзіцца асаблівы пункт -
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устойлівы фокус. Пункт х = 0,у = 0 уяўляе сабой асобную фазавую 
траекторыю, якая адпавядае асімптатычна ўстойліваму становішчу 
раўнавагі асцылятара. Калі каэфіцыент вязкага трэння дастаткова 
вялікі (3>7), то агульнае рашэнне ўраўнення (45) запісваецца ў 
выглядзе

х = Ае+Рі‘ + Ве^', р12 = | (- 8 ± № ~1\

дзе A, В - адвольныя пастаянныя. Значыць, пры любых пачатковых
умовах рух затухае па экспаненцы-

ўяўляе сабой устойлівы вузел.

яльнаму закону. У гэтым выпадку 
сямейства інтэгральных крывых 
(у + Рі*/1 = С(у + р,х)Р2 уяўляе

сабой на плоскасці Оху дэфармава- 
ныя парабалы, якія датыкаюцца пра- 
мой у = ~Р]Х (мал. 24, стрэлкамі 
адзначаны напрамак руху пункта). 
Адзіны асаблівы пункт гэтага 
сямейства, як і ў папярэднім выпад- 

ку, знаходзіцца ў пачатку каардынат і

У гранічным выпадку (3 = 7) таксама атрымліваем 
сямейства крывых парабалічнага тыпу, а ў пачатку каардынат - 
устойлівы асаблівы пункт тыпу вузла. Такім чынам, пры любых 
значэннях фізічных параметраў у абсягу 8> 0 і любых пачатковых
умовах разглядаемая сістэма выконвае згасальныя (перыядычныя 
або аперыядычныя) рухі.

Заўвага 1. Аб іншых прыкладах даследавання канкрэтных 
сістэм віду (27) метадамі якаснай тэорыі гл., напрыклад, [39], глава 
ПІ, с. 40-64 [40], с. 79-230; [41], с. 80-152; [42], глава IV, §28, 
с. 348; [43], глава II, § 4, с. 53 і інш.
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§ 7. Устойлівасць лінейных нестацыянарных сістэм

1. Прывядзём спачатку галоўныя паняцці тэорыі ўстойлі- 
васці Ляпунова ў прымяненні да лінейных сістэм. Разледзім неадна- 
роднае ўраўненне

х = A(t)x + f (t), (47)
дзе, як і раней, A(t)~ непарыўная (пхп)- матрыца, f (t) - непа- 
рыўны п — вектар-слупок, зменная t мяняецца на дадатнай паўпра- 
мой R+ ={t е R: t>0}.

Няхай toeR+, х° (у°) & Rn; x(t,t0,x°) (x(t,t0,y° )) - 

рашэнне сістэмы (47) з пачатковай умовай x(t0) = х° (х(t0) = у°).

Выкарыстоўваючы § 1, увядзём наступныя азначэнні.
Азначэнне 1. Сістэму (47) назавём устойлівай, калі для лю- 

бога дадатнага ліку £ і любога t0 6 R+ знойдзецца велічыня 
S = $(tn,$)>0, што з няроўнасці |хв -/| < 6 вынікае судачынен- 

не \x(t,t0,x° )-x(t,t0,y° )\ < е ’ справядлівае пры t>t0. Калі лік 5 

можна выбраць незалежным ад t0 е R+, то сістэма (47) называецца 
раўнамерна ўстойлівай.

Ясна, што з раўнамернай устойлівасці вынікае ўстойлівясць. 
Адваротнае, наогул кажучы, няправільна.

Прыклад 1. Разгледзім скалярнае ўраўненне
х = (4t sin t - 2t )х, (48)

сукупнасць рашэнняў якога апісваецца формулай
x(t,t0,x° ) = х° exp[-(t2 - to ) + 4(sin t - sin t0)~

- 4( t cos t - t0 cos t0 Д

з якой вынікае, што ўраўненне (48) устойлівае. Аднак, дапускаючы 
t0=2ltn, t = n+2ltn, атрымаем x(t,to>x°) = х° exf{n(4-n)(4n +1)].
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У сілу таго, што паслядоўнасць [ехр[ті(4-п)(4п +1)^ неабмежа- 

ваная, то ўраўненне (48) раўнамерна ўстойлівым не з'яўляецца.
Азначэнне 2. Сістэма (47) асімптатычна ўстойлівая, калі для 

любога t0 е R+ і любых х° ,у° & Rn мае месца ўмова

lim\x(t,t0,x° )-x(t,t0,y° )\ = 0. (49)

Калі ліміт раўнамерны па t0 е R+, гэта значыць для кожнага 
ліку Т|> 0 знойдзецца велічыня N = N(T\,x° ,у°)> 0, якая не зале- 
жыць ад t0, што ^(t.to.x0 )-x(t,t0<У° \<г\ пры t^tn+N.To 

сістэма (47) раўнамерна асімптатычна ўстойлівая.
Прыклад 2. Для скалярнага ўраўнення

х
х = - —

t
о х°1о

агульнае рашэнне мае від х(7,/0,х ) =—-— (t > tn > 0). Таму яно 

асімптатычна ўстойлівае, але не раўнамерна асімптатычна ўстойлі- 
вае.

3 формулы (3.4.3 Г) вынікае, што вектарнае ўраўненне (47) 
(далей проста ўраўненне) устойлівае, раўнамерна ўстойлівае, асімп- 
татычна ўстойлівае, раўнамерна асімптатычна ўстойлівае тады і 
толькі тады, калі гэтымі ўласцівасцямі валодае адпаведнае адна- 
роднае ўраўненне

x = A(t)x. (50)
Таму далей будзем разглядаць толькі аднародныя сістэмы (50).

У сілу таго, што адлюстраванне хп -^ x(t,t(),xn ) для сістэ- 
мы (50) лінейнае (гл. формулу (3.4.3 Г) пры / = 0 ), то азначэнні 1 і 2 
можна эквівалентным чынам перафармуляваць пры уп = 0, гэта 

значыць x(t,tn,y° ) = 0.
Адзначым. што вызначэнне ўмоў устойлівасці ўраўнення (50)
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з'яўляецца цяжкай, дагэтуль не вырашанай да канца, задачай. Часта ў 
тэхнічных прыкладаннях выкарыстоўваюць так званы метад «замаро- 
жаных» каэфіцыентаў. Гэты метад заключаецца ў наступным. Пры 
кожным t (f0 < Z < оо) знаходзім усе ўласныя значэнні ^(t) матры- 
цы A(t). Калі яны задавальняюць умове ReT^ft) < -6 < 0 
(1<і<п, t0<t<°°), то лічым, што сістэма (50) асімптатычна 
ўстойлівая. Калі ж для некаторага s выконваецца ўмова 
Re'ks(t)>Q>0, то сістэма (50) няўстойлівая. Гэтыя сцвярджэнні 
без дадатковых меркаванняў няправільныя, што паказваюць 
наступныя прыклады.

Прыклад 3. Сістэма
X) = (-1-9 cos2 6t + 6 sin 12t)xj +(12cos2 6t + 4,5 sin 12t)x2,

x2 = (-12sin2 6t + 4,5sin 12t)x! -(1 + 9sin2 6t + 6sin 12t)x2 
мае рашэнне

Xj(t) = Ce2'(cos 6t + 2sin 6t),

x2(t)= Ce2' (cos 6t - sin 6t),
дзе C - адвольная пастаянная, i таму з'яўляецца няўстойлівай. Ад- 
нак уласнымі значэннямі матрыцы A(t) служаць A.; ^ў = - J, 
X2(t) = -10.

Прыклад 4. Для сістэмы
х, = (-5,5 + 7,5 sin 12t )х, +7,5 cos 12t ■ х2,

(51) 
х2 =7,5 cos 12txt + (-5,5 - 7,5 sin 12t)x2

уласныя значэнні матрыцы A(t) наступныя: XI(t) = 2, X2(t) = —13.

Разам з тым нармаваная фундаментальная матрыца X(t) {Х(0)-Е} 

рашэнняў сістэмы (51) мае элементы віду
xl](t) = 0,5е~' (cos 6t + 3sin 6t) + O,5e~101 (cos 6t - 3sin 6t),

х,т(і) = —е~'(cos 6t + 3sin 6t)-—e~10'(cos 6t - 3sin 6t), 
6 6
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x2i(t) = 0,5e 1 (3cos 6t - sin 6t)-0,5e 101 (3 cos 6t + sin 6t),

х22({) = Те ' (3cos 6t - sin6t) + ~e Іп' (3 cos 6t + sin 6t). 
o 6

Значыць, сістэма (51) асімптатычна ўстойлівая.
У агульным выпадку мае месца наступнае сцвярджэнне.
Тэарэма 13. Няхай Цу/^<-8<0 (j = 1,п ;t0 < t < °о), 

дзе llj(t) - уласныя значэнні матрыцы H(t) = —[A(t) + A'(t)]. 

Тады сістэма (50) асімптатычна ўстойлівая.
Прыклад 5. Разгледзім сістэму (50), дзе

A(t) =
-1 + ае ' sin t 2-bsin t
-2 + bcost -l + ae~‘costJ

(52)

У сілу таго, што найбольшае ўласнае значэнне матрыцы 
H(t) = ^[A(t)+ A'(tj\ роўна (Lmax(t) = -1-^е~' (cost - sint) +

— \b2(cos t-sin t)2 + a2e~2' (cos t + sin t)2]2 , to пры b <у/2 cic-

тэма (50) з матрыцай (52) асімптатычна ўстойлівая.
Тэарэма 14. Сістэма (50) раўнамерна асімптатычна ўстой- 

лівая тады і толькі тады, калі яна экспаненцыяльна ўстойлівая, гэта 
значыць калі існуюць такія дадатныя пастаянныя С і а, што для
любых t0 & R+, х° & Rn выконваецца няроўнасць

(53)
Няхай X(t) - фундаментальная матрыца сістэмы (50), нар- 

маваная ў пункце t = tQ.
Тэарэма 15. Сістэма (50)

1) устойліваятады ітолькітады. калі \\X(tJ< С для t > t0, дзе С - 

некаторая дадатная пастаянная;
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2) раўнамерна ўстойлівая ў тым і толькі тым выпадку, калі 
\\Х(1)Х-‘(ТІ<С прылюбых t>T>t0-

3) асімптатычна ўстойлівая, тады і толькі тады, калі ^X(t)^ —> 0

пры /—><»;
4) раўнамерна асімптатычна ўстойлівая тады і толькі тады, калі

знойдуцца дадатныя пастаянныя С і а, што Wxftjx-^x)^

<Сехр[-afz-Tj] для t>x>t0.

3 тэарэмы 15 вынікае, што скалярнае ўраўненне х = a(t)x з 
непарыўнай на R^ функцыяй a(t) асімптатычна ўстойлівае тады і 
толькі тады, калі

і
\a(x)dx->-°°

пры / —> оо; раўнамерна ўстойлівае, калі і толькі калі

^a(s) ds< М

для любых t >Х> t0, дзе М - дадатная пастаянная.
2 . Устошівасць сістэм з амаль ііастаяннай матрыііай. Пад 

ураўненнем з амаль пастаяннай матрыцай будзем разумець лінейную 
сістэму

x = (A + B(t))x, (54)
у якой A - пастаянная матрыца, а непарыўная матрыца B(t) зада-
вальняе ўмове

п

0 о'^пі=І
(55)

У гэтым выпадку мае месца наступнае сцвярджэнне.
Тэарэма 16 (Р.Белман). Няхай сістэма ў = Ау устойлівая і 

выконваецца ўмова (55). Тады сістэма (54) таксама ўстойлівая.
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Л(і) =

Заўвага. Аналагічна высвятляецца, што з асімптатычнай 
устойлівасці сістэмы ў = Ау вынікае асімптатычная ўстойлівасць 
сістэм (54), (55).

Калі матрыца А залежыць ад Z, то тэарэма 16, наогул кажу- 
чы, няправільная. Гэта пацвярджае прыклад сістэмы 
x = (A(t)+B(t)]x, дзе

-а 0 > f 0 0'
< 0 sin In t + cos In t - 2а/ ^^^ ^™ 0/

1 1 1a а падпарадкоўваецца ўмове —<a<—+—e .
2 2 4

Практыкаванне 1. Паказаць, што тэарэма 16 для ўказанага
прыклада не мае месца.

У разглядаемым прыкладзе матрыца A(t) такая, што сістэма 
(50) асімптатычна ўстойлівая, але не з'яўляецца раўнамерна 
ўстойлівай. Наступная тэарэма паказвае, што менавіта раўнамерная 
ўстойлівасць неаўтаномнай сістэмы (50) захоўваецца пры ўзрушэн- 
ні яе каэфіцыентаў, якія задавальняюць няроўнасці (55).

Тэарэма 17. Калі сістэма (50) раўнамерна ўстойлівая і 
матрыца B(t) задавальняе ўмове (55), то ўзрушаная сістэма

х = (A(t)+B(t))x (56)
таксама раўна.мерна ўстойлівая.

3. Устойлівасць сістэм Лапа-Данілеўскага. Разгледзім сістэ- 
му (50), для якой выконваецца ўмова камутатыўнасці (3.9.63) для 
любых 0 <t0<t і існуе ліміт

1 \

Ао = Пт~ A(x)dx. 
t-+°° tJ 

'о

Калі ўсе ўласныя значэнні X^Aq) матрыцы Ап маюць ад- 
моўныя сапраўдныя часткі, то сістэма (50) асімптатычна ўстойлівая.

Сапраўды, з § 3.9 вынікае, што матрыца A(t) функцыяналь- 
на камутатыўная. гэта значыць A(t)A(x)= A(x)A(t) пры t,xeR+.
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Таму

j A(x)dx-\ A(x)dx -\ A(x)dx\ A(x)dx,
to to '0 to

адкуль непасрэдна вынікае, што матрыца Ао перастановачная з 
t

інтэгралам \ А(х)dx і, значыць, з матрыцай
'о

1 f
B(t) = ~] A(x)dx-Ао.

to

Паколькі адвольнае рашэнне x(t) = x(t,t0,x° ) сістэмы Ла- 
па-Данілеўскага вызначаецца формулай (гл. § 3.9)

x(t) = exp ^ A(x)dx х° = еА°' -е8^^'х°
Jo /

і ^B(t)^—>0 пры / —>°°. то, абазначыўшы праз а максімальны з 
лікаў Rekj( Ао) і выбраўшы 3 > 0 так, што V = a + 23 < 0 , можна 
ўказаць дадатныя велічыні ^ і с, для якіх

НІ^^^^Н^гН (t>N).

Значыць, \x(t)\~* 0, калі t ^ °°. гэта значыць сістэма (50) асімпта- 

тычна ўстойлівая.
4. Устойлівасць лінейных сістэм з перыядычнымі каэфіцы- 

ентамі. Няхай зададзена сістэма (50) з непарыўнай перыядычнай 
матрыцай A(t) перыяду (і), гэта значыць A(t + (£))= A(t), t е R. 
Абазначым праз X(t) фундаментальную нармаваную пры t = 0 
матрыцу рашэнняў ураўнення (50). Вядома (гл. § 3.7), што ўласныя 
значэнні р; матрыцы манадраміі Х((р) называюцца мультыпліка- 
тарамі Флоке сістэмы (50). гэта значыць
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det^Xfaj-pjE^O. (57)

Тэарэма 18. Ураўненне (50) з непарыўнай перыядычнай мат- 
рыцай A(t) перыяду (0 асімптатычна ўстойлівае, калі ўсе яго муль-
тыплікатары Флоке р; належаць ўнутранасці адзінкавага круга 
jpj < 1. Калі ж |pj < 7, прычым мультыплікатары р/; якія ляжаць

на адзінкавай акружнасці |pz| = 7, маюць простыя элементарныя 
дзельнікі, то ўраўненне (50) устойлівае. У іншых выпадках ураў- 
ненне (50) няўстойлівае.

Прыклад 6. Разгледзім ураўненне другога парадку
x(t) + p(t)x(t) = 0, p(t+ (й) = p(t). (58)

Адзначым, што з дапамогай падстаноўкі z(t) = x(t)x

да гэтага ўраўнення прыводзіцца і больш агуль-

нае ўраўненне z + a(t)z + b(t)z = 0.
Запішам ураўненне (58) у выглядзе сістэмы (50): 

х = У>

y = -P<t)x, A(t) =
( 0 Г
-p(t) о;

(59)

Фундаментальная матрыца X(t) наступная:

X(t) = ^(0 V(O>
,<$(0) = 1, ў(О) = О,\ц(О) = О, ў(0) = 1.

Ураўненне (57) у дадзеным выпадку мае выгляд 
р~ - ap + det Х((й) = 0. (60)

Згодна з формуламі Віета, Астраградскага-Ліувіля і (60) атрымаем 
det Х((£)) = 1, a = (p((O) + v((O), pl2 =^a±4cS^4^.

Велічыня а = ф((0) + ф((0) называецца канстантай Ляпунова і вы-
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значае ўстойлівасць ураўнення (58). Могуць мець месца тры выпадкі: 
а) |а| > 2; у гэтым выпадку абодва мультыплікатары р; і р2 са- 

праўдныя, прычым |р/|>/, а |р2| < 7; у сілу тэарэмы 18 ураўненне 

(58) няўстойлівае;
б) |а| < 2; у гэтым выпадку мультыплікатары ёсць розныя камплекс- 
на спалучаныя лікі і |p;| = |pj = /; ураўненне (58) устойлівае;

в) М = 2 - двухкратны корань р; =р2; гэта крытычны выпадак, які 
патрабуе больш дакладнага даследавання.

Такім чынам, калі
|(р(со; +V<CO>|<2, (61)

то ўраўненне (58) устойлівае. Судачыненне (61) дазваляе для кож- 
нага канкрэтнага ўраўнення з дапамогай лікавага рашэння (гл. главу 
VIII) дзвюх задач Кашы знайсці ф^СО^ і Vfw? і тым самым вызна- 
чыць устойлівасць ураўнення (58).

5. Устойлівасць прыводных па Ляпунову лінейных сістэм. 
Разгледзім сістэму (50). Непарыўна дыферанцавальную функцыя- 
нальную матрыцу L. вызначаную пры t^tn, назавём матрыцай 
Ляпунова, калі матрыцы L(t),L(t) абмежаваныя на [^;°°) і 

^del L(t)\>m>0 для ўсіх t>t0.

3 азначэння матрыцы Ляпунова вынікае, што матрыца, адва- 
ротная да матрыцы Ляпунова, таксама з'яўляецца матрыцай Ляпунова.

Лінейнае пераўтварэнне
х= L( t)y

з матрыцай Ляпунова L называюць пераўтварэннем Ляпунова. 
Скажам, што лінейнае аднароднае ўраўненне (50), вызначанае на 
прамежку 7 = [^;°°), прыводная па Ляпунову (далей коратка -пры- 

водная), калі існуе пераўтварэнне Ляпунова, якое прыводзіць ураў- 
ненне(50)да лінейнага ўраўнення

Ў = By, (62)
дзе В - пастаянная матрыца.
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Тэарэма 19 (тэарэма М.П.Яругіна) Лінейнае аднароднае 
ўраўненне (50) прыводнае тады і толькі тады, калі існуе такая 
фундаментальная матрыца % ураўнення (50), што

X(t)= L(t)eB‘, (63)
дзе L - матрыца Ляпунова, В - пастаянная матрыца. ’

Азначэнне 3. Характарыстычным паказчыкам Ляпунова 
(паказчыкам Ляпунова) ненулявога рашэння х сістэмы (50) назавём 
велічыню

w(x) = lim — ln\x( t )\.
t-*°° t

Лема 3. Пераўтварэнне Ляпунова х = Ly ураўнення (50) не 
мяняе паказчыкаў Ляпунова адпаведных рашэнняў.

3 лемы 3 непасрэдна вынікае, што калі ўраўненне (50) 
прыводнае да ўраўнення (62), то паказчыкі Ляпунова рашэнняў 
ураўнення (50) супадаюць з паказчыкамі Ляпунова адпаведных 
рашэнняў ураўнення (62).

Абазначым "кк = аА. +/Pt (і = V-7) уласныя значэнні мат- 

рыцы В
Лема 4. Паказчыкі Ляпунова рашэнняў прыводнага ўраўнен- 

ня не перавышаюць ліку a = max ReXk .

Тэарэма 20. Прыводнае лінейнае ўраўненне (50) асімптатыч- 
на ўстойлівае тады і толькі тады, калі паказчыкі Ляпунова яго ра- 
шэнняў адмоўныя.

Прыклад 7. Разгледзім сістэму другога парадку
= (2 cos2 t + 2 - 2 sin 2t}x, - (2 cos2 2t + sin 2t .

/ x (64)
x2 = -\2 cos' 2t + sin 2t)X] + (2 sin't + 2 + 2 sin 2t)x2.

Яе фундаментальную матрыцу

’’ М.П.Яругіным устаноўлена таксама кананічная форма і атрыманы іншыя значныя 
вынікі для прыводных сістэм (гл. Еругнн Н.П. Прнводнмые снстемы. - М.: Нзд-во 
AH СССР. 1946).
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X(t) =

(1 ,—e (sin t + cos t)4
1 ,
— e (cos t - sin t)

e" (sin t - 3 cos t) 

e5' (cos t + 3 sin t)

можна запісаць так:
X(t)=L(t)eBl,

дзе

W =
— (sin t + cos t) sin t - 3 cos t

1
—(cos t -sin t) 

\ 4
cos t + 3 sin t

, B =
(1

J

гэта значыць сістэма (64) з дапамогай пераўтварэння 
прыводная да лінейнай сістэмы

Ў]=У1’

Ў2 = 5У2-

0'

5;

x = L(t)y

(65)

Паказчыкі Ляпунова рашэнняў сістэмы (65), а значыць, і рашэнняў 
нестацыянарнай сістэмы (64) супадаюць з лікамі 1 і 5. Таму з тэа-
рэмы 20 вынікае, што сістэма (64) не з'яўляецца асімптатычна ўстой- 
лівай.

Вынік, аналагічны тэарэме 20, можна сфармуляваць і для вы- 
значэння ўстойлівасці прыводных лінейных ураўненняў (50) (гл. 
заўвагу 2.1).

Варыянты заданняў для самастойнай працы

I. 1.3 дапамогай азначэння ўстойлівасці па Ляпунову даследаваць 
dx

на ўстойлівасць рашэнне ўраўнення ~ - 1 +1 — х , якое зада- 
dt

вальняе пачатковай умове х(0) = 0.

365



Зу - 2х3, ~- 2х- Зу3.

dx dy
2. Вызначыць характар пункта спакою сістэмы — = 3х + у, — = 

= -2х + у.
3. Метадам функцый Ляпунова даследаваць на ўстойлівасць нулявое 

dx
рашэнне сістэмы — = - 

dt аі
4. Даследаваць устойлівасць нулявога рашэння ўраўнення 

х + х + х + 2х = 0.
5. Начарціць на фазавай плоскасці траекторыі сістэмы х = у~ -4х2, 

ў = 4у-8 і даследаваць асаблівыя пункты.

II. 1.3 дапамогай азначэння ўстойлівасці па Ляпунову даследаваць 
dx

на ўстойлівасць рашэнне ўраўнення — = f + х, якое задавальняе

пачатковай умове х(0) = 1.
dx

2. Пры якіх значэннях а пунктспакою (0,0) сістэмы — = -Зх + 

dy+ ay, -^ = 2х + у устойлівы ?

3. Метадам функцый Ляпунова даследаваць на ўстойлівасць трыві- 
dx 4 dy 4 

яльнае рашэнне сістэмы — = -ху > = х У-

4. Даследаваць на ўстойлівасць па першаму набліжэнню нулявое
V

рашэнйе сістэмы х — х + 2у-sin у2, ў = -х - Зу + х(е • - 1).
5. Для ўраўнення х-х = 0 начарціць траекторыі на фазавай плос- 

касці. Па чарцяжы зрабіць вывады аб паводзінах рашэнняў пры 
t —> +<».

III. 1.3 дапамогай азначэння ўстойлівасці па Ляпунову даследаваць
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dx
на ўстойлівасць рашэнне ўраўнення — = 2t(х +1), х(0) = 0. 

at
2. Ці будзе ўстойлівым пункт спакою (0,0,0) сістэмы

3. Ці ўстойлівае нулявое рашэнне сістэмы xt ~ all(t)xl +а12(*)х2’ 

Х2 ~а21(і)Х1 +а22(і)Х2> кал' ВЯДОМа, ШТО 
а11(і) + а22(і)—*Ь>0 пры t —» +~ ?

4. Пры якіх значэннях а будзе ўстойлівым нулявое рашэнне ўраў- 
нення хп + 2'х + 2х + х + Зх = 0 ?

5. Даследаваць паводзіны фазавых крывых сістэмы ўраўненняў 
dx dy
л=х~у'^Г2(у-ху

IV. 1. 3 дапамогай азначэння ўстойлівасці па Ляпунову даследаваць 
dx ,

на ўстойлівасць рашэнне ўраўнення — = -x + t, х(1) = 1.
dt 

dx 5
2. Вызначыць характар пункта спакою сістэмы — = -2х + — у,

dy

3. Даследаваць на ўстойлівасць трывіяльнае рашэнне сістэмы ме- 
dx 2 dy 2

тадам функцый Ляпунова: — = х + ?ХУ > ^ = ~?У + ^х У-

4. Даследаваць устойлівасць нулявога рашэння ўраўнення
х,[ + 2'х+4х + Зх + 2х = 0.

dp dy
5. Пры якіх умовах сістэма — = f (р), — = 1, дзе f (р) - непа- 

dt dt
рыўная функцыя, мае лімітавы цыкл ? Пры якіх умовах гэты цыкл 
устойлівы ? няўстойлівы ?
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V. 1. 3 дапамогай азначэння ўстойлівасці па Ляпунову даследаваць 
dx

устойлівасць рашэння ўраўнення — = 2 + t, х(0) = 1.

2. Даследаваць асаблівыя пункты сістэмы х = 2х - у, ў = х.
3. Даследаваць устойлівасць нулявога рашэння сістэмы, пабудаваў- 

шы функцыю Ляпунова: х = х3-у,ў = х + у .
4. Даследаваць на ўстойлівасць па першаму набліжэнню нулявое ра- 

шэнне х = 0,у = 0 сістэмы x = -2x+8sin2 у, ў = х - Зу + 4х3.

5. Начарціць на фазавай плоскасці траекторыі сістэмы х = 1-х2 -у2, 
ў = 2х і даследаваць асаблівыя пункты.

VI. 1.3 дапамогай азначэння ўстойлівасці па Ляпунову даследаваць 
dx 

устойлівасць рашэння сістэмы ўраўненняў ~=х—13у, 

dy ] 
у=-х-2у, х(0) = у(0) = 0. 
dt 4

2t + х
2. Даследаваць асаблівыя пункты ўраўнення х = - --------.

3t + 4х
3. Даследаваць устойлівасць нулявога рашэння сістэмы, пабудаваў- 

шы функцыю Ляпунова: х = у- х + ху, ў = х-у-х2— у3.
4. Даследаваць на ўстойлівасць нулявое рашэнне ўраўнення 

хц + 2х + 5х + 6х = 0.
5. Начарціць на фазавай плоскасці траекторыі сістэмы 

dr d^
— = r(r - l)(r-2), — = 1 i даследаваць, ці мае гэтая сістэма 
dt dt

лімітавыя цыклы.
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VII. 1. 3 дапамогай азначэння ўстойлівасці па Ляпунову даследаваць 
dx dy

устойлівасць рашэння сістэмы ~ = ~х-9у, — = х-у, 

х(0) = у(0) = 0.
t-4x

2. Даследаваць асаблівыя пункты ўраўнення х =--------- .
2х- 3t

3. Даследаваць, ці ўстойлівае рашэнне х = -t2, у = t сістэмы ўраў- 

ненняў х = у2 -2ty-2y-x, ў = 2x + 2t2 +е2‘~2у.
4. Даследаваць устойлівасць нулявога рашэння ўраўнення 

хп + 13'х + 16х +55х+ 76х = 0.
5. Начарціць на фазавай плоскасці траекторыі сістэмы

х = 1 - х2 - у2, ў = 2х і даследаваць асаблівыя пункты.

VIII. 1.3 дапамогай азначэння ўстойлівасці па Ляпунову даследаваць 
dx ' dy 

устойлівасць рашэння сістэмы — = -2х, — = -Зу, 

х(0) = у(0) = 0.
dx

2. Вызначыць характар пункта спакою сістэмы — = -х + ^У>

dy
^ = Х + У'

3. 3 дапамогай тэарэмы Ляпунова па першаму набліжэнню даследа- 
ваць на ўстойлівасць нулявое рашэнне сістэмы
х = ех+2у — cos Зх, ў = у/4 + 8х - 2еу.

4. Даследаваць, пры якіх значэннях параметраў a, b нулявое рашэн- 
не ўраўнення х11 + ах + 4х + 2х + Ьх = 0 асімптатычна ўстойлі- 
вае.

5. Даследаваць паводзіны фазавых крывых сістэмы ўраўненняў 
х = -х + 2у, ў = 0.
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IX. 1. 3 дапамогай азначэння ўстойлівасці па Ляпунову даследаваць 
на ўстойлівасць нулявое рашэнне сістэмы ўраўненняў

2x-t
2. Знайсці і даследаваць асаблівыя пункты ўраўнення х = - ---- -.

+ 6
3. Даследаваць, пры якіх значэннях параметраў a, b асімптатычна 

ўстойлівае нулявое рашэнне сістэмы х = у + sin х, ў = ах + Ьу.
4. Даследаваць устойлівасць нулявога рашэння ўраўнення

х1' + 5x,v + 15х + 48х + 44х + 74х = 0.
5. Начарціць на фазавай плоскасці траекторыі сістэмы

dr 1 \ і ■— = r(l-r ), — = J і даследаваць, ці мае гэтая сістэма ліміта- 
dt dt

выя цыклы.

X. 1.3 дапамогай азначэння ўстойлівасці па Ляпунову даследаваць 
dx , 

на ўстойлівасць рашэнне сістэмы ўраўненняў — = Зх + у, 
dt

— = -2х + у, х(0) = у(0) = 0. 
at

2. Знайсці і даследаваць асаблівыя пункты ўраўнення
2t + х

t-2x-5'
3. Знайсці ўсе пункты спакою сістэмы х = (х-1)(у-1),ў = ху-2 

і даследаваць іх на ўстойлівасць.
4. Даследаваць, пры якіх значэннях параметраў a і b нулявое ра- 

шэнне ўраўнення х^ + 'х + ах + х + Ьх = 0 асімптатычна ўстой- 
лівае.

5. Для ўраўнення х-х + х2 =0 начарціць траекторыі на фазавай 
плоскасці. Па чарцяжы зрабіць вывады аб паводзінах рашэнняў 
пры t —> -Н».
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XI. 1. Даследаваць на ўстойлівасць рашэнне x = ~,t>l ураўнення

2.

3.

4.

5.

dx 
dt

2 
t

2

dx
Вызначыць характар пункта спакою сістэмы ^~^х~у’

dy
1гх+у-

Даследаваць устойлівасць нулявога рашэння сістэмы, пабудаваў- 
шы функцыю Ляпунова: х = ху - х3 + у3, ў = х2 - у3.
Даследаваць на ўстойлівасць па першаму набліжэнню нулявое ра- 
шэнне сістэмы

х = -~х + ~sin 2у - х у, ў = -у - 2х + х -у .

Начарціць на плоскасці фазавыя траекторыі сістэмы х = 2 + у-
-х2 ,ў = 2х( х — у) \ даследаваць асаблівыя пункты.

ХП. 1. Даследаваць на ўстойлівасць нулявое рашэнне сістэмы

— = 0 — 
dt ’ dt

карыстаючыся азначэннем устойлівасці па

Ляпунову.
2. Даследаваць устойлівасць нулявога рашэння сістэмы х=у-3х~ 

— х3, ў = 6х — 2у, пабудаваўшы функцыю Ляпунова і выкарыс- 
таўшы тэарэмы Ляпунова або Чэтаева.

dx
3. Вызначыць характар пункта спакою сістэмы — = -2х - у,

dy ?

Л=3х~у-
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4. Пры якіх значэннях а будзе ўстойлівым нулявое рашэнне ўраў- 
нення х11 + ах + 2х + х + Зх = 0 ?

5. На фазавай плоскасці начарціць траекторыі для ўраўнення 
х + 2х3 -2х = 0. Па чарцяжы вызначыць паводзіны рашэння пры 

, t —> +°о.

XIII. 1. Даказаць, што для ўстойлівасці рашэнняў ураўнення 
dx
— = a(t)x, дзе a(t) - непарыўная пры t>0 функцыя, неаб-

t

ходна і дастаткова, каб Нт \а(т)dl < +<»
‘^О

х- 2t
2. Даследаваць асаблівыя пункты ўраўнення х =-------- .

х
dx dy

3. Даказаць, што калі ў сістэме — = у, — = ~f(х) функцыя f (х) 
dt dt

такая, што f (0)-0,х f (х)>0, х ^ 0 ,то становішча раўнавагі 
сістэмы ўстойлівае.

4. Пры якіх значэннях параметраў a і b нулявое рашэнне ўраўнен- 
ня х11 + 2'х + ах + Ьх + х = 0 асімптатычна ўстойлівае?

5. Начарціць на фазавай плоскасці траекторыі сістэмы х — 1 - 
—х2—у2, ў = 2ху і даследаваць яе асаблівыя пункты.

XIV. 1.3 дапамогай азначэння ўстойлівасці па Ляпунову вызначыць, 
dx a

ці ўстойлівае рашэнне ўраўнення — = — х пры х(1) = 0. 
dt t

2. Даследаваць асаблівыя пункты сістэмы
х = -2х - 5у, ў = 2х + 2у.

3. Даследаваць на ўстойлівасць нулявое рашэнне ўраўнення 
dx
— = axm+g(x), дзе т - натуральны лік, а ^ 0, a g(0) = 0 і 
dt
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раскладанне g(х) у рад Тэйлара ў наваколлі пункта х = 0 пачы- 
наецца з членаў ступені к>т + 1.

4. Даследаваць устойлівасць нулявога рашэння ўраўнення
х + 2х + 2х + Зх = 0.

5. Даследаваць паводзіны фазавых траекторый сістэмы х = 2х, 
Ў = х + у.

XV. 1.3 дапамогай азначэння ўстойлівасці па Ляпунову вызначыць, 
dx 7

ці ўстойлівае рашэнне ўраўнення — = sin х пры х(0) = 0.
at

t-2x
2. Знайсці і даследаваць асаблівыя пункты ўраўнення х = —-------- .

3t - 4х
3. Даследаваць на ўстойлівасць нулявое рашэнне сістэмы 

х = —х - ху, ў = у3 - х3, пабудаваўшы функцыю Ляпунова.
4. Даследаваць на ўстойлівасць па першаму набліжэнню нулявое 

рашэнне сістэмы х = 7x + 2sin у-у4, ў = ех - Зу -1 + ~х2.

5. Начарціць на фазавай плоскасці траекторыі сістэмы
х = х- 2у, ў = 3х + 4у.
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ДАДАТАКI

Доказы тэарэм, прыведзеных у главах I — V

Тэарэма 1.2. Заменім задачу Кашы 
x = f(t,x), (1)
х(‘о) = хО (2)

эквівалентным інтэгральным ураўненнем 
t

x = x0 + jfO’xO))^- (3)

lo
Сапраўды, калі некаторая непарыўна дыферэнцавальная функцыя 
x = x(t), tel ператварае ў тоеснасць ураўненне (1) і задавальняе 
ўмове (2), то, інтэгруючы гэтую тоеснасць і ўлічваючы ўмову (2), 
атрымаем, што х = x(t), tel ператварае ў тоеснасць і ўраўненне 
(3). Калі ж некаторая непарыўна дыферэнцавальная функцыя 
x-x(t), tel ператварае ўраўненне (3) у тоеснасць, то яна, 
відавочна, задавальняе і ўмове (2), а, дыферэнцуючы тоеснасць (3) 
(функцыі fix — непарыўныя, непарыўнай з’яўляецца і функцыя

t
f(fx(t)) пры tel, а значыць, функцыя J f (t ,x(t ))dt 

‘о 
дыферэнцавальная), атрымаем, што x = x(t), tel ператварае ў 
тоеснасць і ўраўненне (1).

Дакажам спачатку існаванне непарыўных рашэнняў інтэг- 
ральнага ўраўнення (3), прымяняючы для гэтага метад паслядоўных 
набліжэнняў Пікара.

За зыходнае (нулявое) набліжэнне x0(t) прымем функцыю, 
роўную тоесна адпаведнаму пачатковаму значэнню шуканай функ- 
Цыі: x0(t) = x0.

Заменім у падынтэгральнай функцыі ўраўнення (3) зменную 
x(t ) нулявым набліжэннем. Атрыманую функцыю возьмем у якасці 
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першага набліжэння, гэта значыць 
t

Xi(t) = x0 + jf(t,x0(7)}ff. (4)

f0
За другое набліжэнне возьмем

t
x2(t) = x0 + \f^>xI(’t)yti. (5)

‘о
Наогул, у якасці п -га набліжэння возьмем функцыю, вызначаную 
судачыненнем

t
хп(і) = х0 + \/$,хп_,(і)Уі,п = 3...... (6)

‘о
Такім чынам, пабудавана паслядоўнасць функцый [xn(t)}.

Пакажам спачатку, карыстаючыся метадам матэматычнай ін- 
дукцыі, што ўсе функцыі паслядоўнасці [xn(t)} вызначаныя і непа- 

рыўныя ў некаторым прамежку |/-^|<3 і не выходзяць з 

замкнутага абсягу Ro = {|/ - /01 < 5; |х - х01 < />}, гэта значыць, што 

выконваюцца няроўнасці
\xn(t)-x0\<b пры \t-t0\<&, п = 1,2,.... (7)

3 формулы (4) вынікае, што функцыя Xj вызначаная і непарыўная на 
ўсім інтэрвале \t-t0\<a, бо функцыя f(t,Хо(^ непарыўная ў 

гэтым інтэрвале, а вызначаны інтэграл, як вядома, са зменным верх- 
нім лімітам ад непарыўнай функцыі ўяўляе сабою непарыўную фун- 
кцыю свайго верхняга ліміту ў гэтым жа інтэрвале. Дадзім цяпер 
ацэнку рознасці x1(t)-x0. Карыстаючыся вядомай формулай

b
\f(t)dt

ь
!\f(O\dl (гл., напрыклад, [4], глава IV, § 2, п. 3,
a
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с. 357), атрымаем

| Xj(t)-x0 I J/f. x0(7))cff 
lo (8)

<M\t-t0 |.
Такім чынам, калі патрабаваць, каб M\t-to\<b, гэта значыць

t-tg |< —, тады функцыя xt(t) не пакіне абсягу Ro. Таму пры

\ t-to I < 8, 8 = min a, — функцыя X/(t) будзе вызначанай,

непарыўнай і змешчанай у абсягу Ro .
Дапусцім, што такое ж сцвярджэнне мае месца для функцыі 

xn_j (t), і пакажам, што яно выконваецца тады і для функцыі
хп (t) •

Згодна з формулай (6), функцыя xn(t) вызначана і непарыў- 
ная ў інтэрвале \t-t0 | < 8 з-за таго, што ў гэтым інтэрвале вызна- 
чана і непарыўная функцыя xn_] (t), а, значыць, гэтай жа ўласцівас- 
цю валодае складаная функцыя f(t,xn_j(t)).

MaeM^J/J-Xo |< j|/fX ' Хп-1
10

пры | Но|<6. Гэта значыць xn(t) не выходзіць з Ro .

Пакажам цяпер, што паслядоўнасць ^xn(t)} раўнамерна збя-

гаецца ў інтэрвале f — ^ | < 8.
Разгледзім рад

х( t) = x0(t) + (xj (t) -х0 (tj) + (x2(t) -X! (t))+.. .+ 

+ (xn(t)-xn_l(t)}+....
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Яго частковыя сумы роўны x0(t), x,(t),...,xn(t),..., так што збеж- 
насць гэтага рада эквівалентная збежнасці паслядоўнасці ^хп(і)] 

(коратка {%„})■

3 роўнасцяў (5) і (4) знаходзім, што 
t t

х2~х1 = \ f^> xl(t)}^-\ f^> хов)№ = 

to to

Адсюль

- x0 | < M | t - to | i карыстаючыся ўмовайУлічваючы, што | Xj

Ліпшыца, атрымаем

I x2
to 'о

= LMм
2!

Дапусцім цяпер, што мае месца ацэнка

п~хп-1
п-1

п!
(Ю)

Пакажам, што тады

п\хп+і~хп \ ^М L

Сапраўды, маем
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хп+і - ^ = J [Ж*л f^)- f^, Хп-1 (tj^di.

Адсюль

У сілу таго, што ацэнка (10) мае месца для п = 1 і п = 2 ,тоз вышэй 
сказанага і метаду матэматычнай індукцыі вынікае, што яна выкон- 
ваецца для ўсіх п. 3(10) маем

5”\xn-x^\sML"-'—.

Згодна з гэтай формулай можна сцвярджаць , што модулі членаў ра- 
да (9) не большыя за адпаведныя члены збежнага рада з дадатнымі

членамі:
II 82 783
х^ + М8 + Mh ~ + Mh

1 1 2! 3! Згодна з прыметай

Вейерштраса (гл. [4], глава III, § 1, с. 109) рад (9) збягаецца і прытым 
раўнамерна ў прамежку | 1-^ | < 8 . А значыць, па тэарэме аб непа- 

рыўнасці сумы рада (гл. [6], глава XI, § 2, с. 633) функцыя xf/J, як 
сума рада (9) або лімітавая функцыя паслядоўнасці [xn(t)^, будзе 

непарыўнай пры \ t-tQ | < 5.

Пакажам цяпер, што лімітавая функцыя x(t) задавальняе 
ўмове
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I x(t)-x0 \<b пры I t-t0 \<8 (11)

i інтэгральнаму ўраўненню (3).
Сапраўды, пераходзячы да ліміту ў няроўнасці (7), атрымаем 

няроўнасць (11).
Каб паказаць, што лімітавая функцыя x(t) ёсць рашэнне 

ўраўнення (3), адзначым адразу, што 
t t

lim \ f^t ,xn(~t ))dt -\f[t ,х(7 j)di (12)
n—>сю 

fo lo
пры 11-1/5 I - $ ■ Сапраўды,

Wxnf't l-xfi )\dt

>o
У сілу таго, што xn(t) збягаецца раўнамерна да x(t) у інтэрвале

\ t-to |<6, для любога наперад зададзенага дадатнага ліку е 
знойдзецца нумар Nz такі, што пры п > Nz выканаецца няроўнасць

х„ - х | < е для ўсіх t з інтэрвалу | 1 - ^ | < 8. Таму будзем мець

< L z\t -10 I < Le8 —> 0 пры

Такім чынам, судачыненне (12) даказана. Пераходзячы цяпер у роў- 
насці (6) да ліміту пры л—>°°, атрымаем (3). Значыць, x(t) —

непарыўнае пры |/-/0|<5 рашэнне ўраўнення (3). Яно і ўяўляе
сабою рашэнне дыферэнцыяльнага ўраўнення (1) пры пачатковай
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умове (2), вызначанае і непарыўна дыферэнцавальнае ў інтэрвале 
l^-^I^S.

Дакажам цяпер, што гэтае рашэнне ва ўказаным сэнсе адзі- 
нае. Дапусцім, што існуе іншае рашэнне y(t) (коратка у), якое за- 
давальняе тым жа умовам (2), вызначанае і непарыўнае ў некаторым 
інтэрвале \ t -to | < 8 , дзе 0 < 8 < 8 , і якое не выходзіць пры такіх 

t з абсягу Ro . Тады пры \t-t0 | < 8 будзем мець

У = х0 + jftj.yO ))d7 . (13)

l0
Ацэнім рознасць хп-у. Карыстаючыся формуламі (6), (13) і ўмо- 
вай Ліпшыца, атрымаем

п I ’Хп-1 7

(14)

3(13) маем

J \лп-1 

'о

‘о
Улічваючы гэта і дапускаючы ў (14) п = 1, атрымаем

-y\<LM
2 (15)

Дапускаючы ў (14) п = 2 ,з улікам (15) будзем мець

Працягваючы аналагічныя разважанні, далей атрымаем
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Правыя часткі няроўнасці (16) імкнуцца да нуля пры п —> <» 
(як агульны член збежнага рада). Таму lim xn(t) = y(t) пры

1 - 1С < 5. Вышэй было даказана, што lim xn(t) = x(t) пры
Л—>ОО

t-tQ <5. Таму y(t) = x(t) пры t~ tQ < 8, гэта значыць ра-

шэнне y(t) супадае з рашэннем x(t), што і даказвае яго адзінасць.
Тэарэма 1.2 даказана.

Тэарэма 1.3. Няхай к = 1. Падстаўляючы x(t) ва ўраўненне 
dx 
— = f (t,x), атрымаем тоеснасць

^^f(t,x(tj), (17)
at

і таму, у сілу тэарэмы 1.2, рашэнне x(t) мае ў некаторым наваколлі
пункта/о непарыўную вытворную f(t,x(tj).

Згодна з тэарэмай аб дыферэнцавальнасці складанай функцыі
(гл. [8], глава III, § 9, с. 79), функцыя ад адной зменнай f(t,x(t))

будзе непарыўна дыферэнцавальнай у сілу непарыўнай дыферэн- 
цавальнасці па сукупнасці зменных функцый f(t,x) і x(t)y 
разглядаемым наваколлі пункта t0. Такім чынам, правая частка 
тоеснасці (17) непарыўна дыферэнцавальная ва ўказаным наваколлі 

d2x
пункта tQ, гэта значыць існуе непарыўная другая вытворная —у . 

dt~
Няхай к — 2. Прадыферэнцаваўшы тоеснасць (17) па t, атрымаем 

d2x(t) df(t,x(t)) і df(t,x(tj) dx(t) 

dt2 dt dx dt

13a Зак. 970 381



У сілу існавання непарыўных вытворных другога парадку функцыі 
f можна, дыферэнцуючы яшчэ раз тоеснасць (17), паказаць існа- 
ванне і непарыўнасць трэцяй вытворнай рашэння x(t)\

^i = ^L+7^LLf^f2^(V^f}

dt3 dt2 dt dx dx2 dx\dt dx J
Разважаючы аналагічна k разоў, даказваецца сцвярджэнне тэарэмы.

Тэарэма 1.4. Непарыўнасць рашэння, як функцыі парамет- 
ра, будзе азначаць, што для Ve>0 3h(t)>0 такое, што пры |Лц| < h 
выконваецца няроўнасць

| х(/ф + Ац)-х(1,ц)|<£
для любых ц і Ц + Ац з некаторага інтэрвалу |Ц - Цо | < 5. Доказ 
праводзіцца па схеме, аналагічнай доказу тэарэмы 1.2.

Задача Кашы 
dx 
— = f(t,x,p.), x(t0,p.) = x0

замяняецца інтэгральным ураўненнем
t

х = х0 + ^ f (7,x,\l) dt . (18)

‘о
Будуецца бясконцая паслядоўнасць функцый ^xn(t,[l)^ па форму- 
лах

t
xn(t,U.) = x0+\f(7,xn_]4i)dt. (19)

to
Паслядоўнасць будзе раўнамерна збягацца адносна /,Ц у разглядае- 
мым абсягу, таму што агульны член рада
Хо+Іх1(1^)~ х0] + [х2(^^)~х1(t.li)]+...+[хп(t,v)- хп_,(Г. ц)]+. 

мае ацэнку
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\хп ^’ н> - хп-і (^ нЛ ^ ML”-1 —

(гл. формулу (10)), дзе |/(t,x,[l)\< М. Сума гэтага рада, функцыя 

x(t,^.), што супадае з лімітавай функцыяй паслядоўнасці, будзе не- 
парыўнай адносна ЛЦ у абсягу |/-/0|<5, ||1-|І0І<5, таму што 

члены рада непарыўныя адносна /, Ц у гэтым абсягу і рад у ім збя- 
гаецца адносна /,|1 раўнамерна. Пераходзячы да ліміту ў (19), упэў- 
німся, што x(t,^.) задавальняе (18). Аналагічна, як і ў доказе тэарэ- 
мы 1.2, можна паказаць адзінасць такога рашэння.

Тэарэма 1.5. Няхай к = 1, a x = ^(t,[l) — рашэнне задачы 
Кашы (1.67). Функцыя х = ф(7,Ц + Дцў задавальняе ўраўненню 
dx
— = /^,х,|Д +Д|1ў і дадзеным Кашы x(t0,\X) - х0, а функцыя 
dt
Дф = ф(% Ц + Дц)-ф(/ф) будзе тады задавальняць ураўненню

^^ = /(лфГЛЦ + ДцЛр + Д|1) -/(гфГЛЦ/ц).

Прымяняючы да правай часткі гэтага ўраўнення лему Адамара (гл. 
тэарэму 4.8), перапішам яго так:

d Дф
—— = ДфФ / + ДцФ,, 

dt
дзе Фу і Ф; —непарыўныя функцыі ад зменных ф(/ф + Ац), 
Ц, Ц + ДЦ. Падзяліўшы апошнюю роўнасць на Дц , для вызначэння 
Дф 

атрымліваем лінейнае ўраўненне

Дф
, А(Ра ——
W)
dt
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Дф
Акрамя таго, —— =0 (функцыі ф(1,|1) і ф^/^ + Дц^ задаваль-

Ц t=t0
няюць адным і тым жа дадзеным Кашы). Правая частка ўраўнення 
(20) непарыўная па зменных t, Д|1 і непарыўна дыферэнцавальная

Дф
па зменнай (згодна з лемай Адамара функцыі Ф/, Ф2 - інтэг-

Э/ э/
ралы ад непарыўных функцый —, —). Згодна з тэарэмай 1.4 ра- 

dx dt
Дф

шэнне “— ураўнення (20) з’яўляецца непарыўным па Д|1 пры ўсіх

дастаткова малых па абсалютнай велічыні Дц . Таму пры Д|1 —> 0
Дф .

велічыня ----  імкнецца да вызначанага ліміту, а гэта азначае існа-

ванне вытворнай па Ц ад <р(?,|1/
Э/ У

3 лемы Адамара пры Дд—>0 вынікае Ф/ —» ^—, Ф2 —> .

Эф
Таму вытворная ~— задавальняе дыферэнцыяльнаму ўраўненню

d д^ df Эф df 

dt\d\X) Эф Эц Эц
(21)

Эф
пры пачатковай умове 7— = 0. Згодна з дадзенымі ўмовамі тэ-

t=0
Эф

арэмы, знаходзім, што т— — непарыўная па сукупнасці зменных

Калі f(t,x,[i) мае непарыўныя вытворныя па /, х і // да
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к -га парадку ўключна, дзе к> 2, то, прымяняючы да ўраўнення 
(21) тыя ж разважанні, што і вышэй, дакажам існаванне і непарыў- 

Э2ф Э2ф
насць вытворных у-. Працягваючы гэтыя разважанні,

поўнасцю дакажам тэарэму.
Тэарэма 2.2. Зададзім сістэму п пачатковых умоў віду 
x(t0) = l. x(to) = O......... х<”-'>(10) = 0;

хМ = 0, i(t„) = l......... x(l'-,>(ll)) = 0;

x(to) = O, x(to) = O.......... x(n-,)(t0) = l,

дзе to G I, I = (a;b). Кожнаму і-му радку гэтых пачатковых умоў

будзе адпавядаць адзінае рашэнне Xj(t), і = 1,п. Прычым рашэнні

x^t), і = 1,п, што задавальняюць умовам (22), будуць лінейна неза- 
лежнымі ў сілу таго, што вранскіян гэтых рашэнняў W^x]t...,xn^ у 

пункце t0 роўны 1 і, значыць, не роўны нулю.Такім чынам, для лі- 
нейнага аднароднага дыферэнцыяльнага ўраўнення n-га парадку 
знойдзены п лінейна незалежных рашэнняў (для іх атрымання не 
абавязкова задаваць пачатковыя ўмовы (22), можна браць адвольную 
сістэму ўмоў, толькі б W(to)*O).

Пакажам цяпер, што любое рашэнне гэтага ўраўнення з’яўля- 
ецца лінейнай камбінацыяй знойдзеных рашэнняў, гэта значыць мае 
выгляд 

п
x(t) = Yc,Xi(t). (23)

і=1
Няхай x(t), tGl - адвольнае рашэнне ураўнення L(x) = 0. Да- 
пусцім, што x(t0) = Хд,х(10) = х0,...,х^п~^(t0) = ХдП ^, дзе 

х0, x0,...,x(Qn~l> - некаторыя лікі, t0 G^a.b). У сілу таго, што
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W(t0) ^ 0 ,з роўнасцяў
x(to) = xO = Cixi(h) + С2х2(Ч)+---+Спхп(іо)>

x(lo)~ х0 = Clxl(to)+C2x2(to)+-"+CnXn(to)’

*""'>(10) = ^0 = C^-11 (l0)+C2x'2"-‘\t0)+.^^^

пры дадзеных хп,х^,...,х^ !> знойдзем адзіны набор Cj ,С2,...,Сп, 
пры якім функцыя (23) задавальняе ўказаным пачатковым умовам. A 
гэта значыць, згодна з тэарэмай 2.1, што x(t) = x(t), t е (a;b). Та- 
кім чынам, роўнасць (23) вызначае агульнае рашэнне лінейнага 
аднароднага ўраўнення.

Тэарэма 2.3. 3 умовы тэарэмы вынікае, што L(x*) = f(t),a 
L(x° ) = 0. Тады, у сілу лінейнасці аператара, маем Цх’ +х° ) = 

= L(x*) + L(x° )- f(t) + O = f (t), гэта значыць функцыя
x(t) = x*(t) + x°(t) = x'f(t) + CIxJ + С2х2+...+Спхп, (24) 

дзе X],х2,...,хп — фундаментальная сістэма рашэнняў адпаведнага 
аднароднага ўраўнення, ёсць рашэнне неаднароднага ўраўнення.

Пакажам, што любое рашэнне ўраўнення L(x) = f (t) мож- 
на атрымаць з формулы (24) адпаведным выбарам пастаянных C], 
С2,...,Сп. Няхай x(t) — адвольнае рашэнне разглядаемага ўраў- 
нення, якое задавальняе пачатковым умовам

x(to) = xO’x(to) = xO>---’xfn~,)(to) = х0П~О • (25) 

Падстаноўка ўмоў (25) у функцыю (24) прывядзе да сістэмы ліней- 
ных ураўненняў

C]x/(to)+-Cnxn(to) = xo-x*(t0),

C]xi(t0)+-Cnxn(t0) = x0-x*(t0),
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Дэтэрмінант гэтай сістэмы мае значэнне дэтэрмінанта Вронскага 
W( t) пры t = tQ, пры гэтым W(t0)^ 0, таму што па дапушчэнні 
сістэма Х],Х2,...,хп - фундаментальная. Значыць, сістэма (26) мае 
адзінае рашэнне Сі,С2,. -,Сп, таму функцыя (24) пры знойдзеных 
CltC2,--.,Cn і функцыя x(t) задавальняе разглядаемаму ўраўненню 
і адным і тым жа пачатковым умовам (25). Функцыя (24) будзе 
з’яўляцца агульным рашэннем, таму што адпаведным выбарам 
пастаянных з гэтай функцыі можна атрымаць любое рашэнне 
ўраўнення L(x) = f(t).

Тэарэма 2.4. Дапусцім, што некаторае рашэнне Xj(t) ураў- 
нення

x + Q(t) х = 0
мае, прынамсі, два нулі t0,t] і to < t/. Будзем лічыць, што ў інтэр- 
вале (to;tj) функцыя xt(t) не мае іншых нулёў. Гэтае дапушчэнне 
можа мець месца, таму што нулі ўсякага рашэння ўраўнення (2.30) - 
ізаляваныя. (Калі рашэнне x(t) мае бясконцы лік нулёў на адрэзку 
[а, р], то ў пункце t , што будзе лімітавым для мноства нулёў 

x(t ) = 0, а значыць, па тэарэме 2.1 х = 0, што супярэчыць да- 
пушчэнню.) Тады X](t), як непарыўная функцыя, захоўвае паста- 
янны знак у інтэрвале (/0,7/); заўсёды можна дапусціць, што ў гэ- 

тым інтэрвале Xj(t)>0 (у процілеглым выпадку можна ўзяць 
-Xj(t) ). Маем X](tg)>0 (xj узрастае ўправа ад t0, пры гэтым 
X](to)*O ,ботады X] =0).

Калі Q(t)<0, то з ураўнення х + Q(t)х = 0 вынікае, што 
X](t)>0 ва ўсім інтэрвале [tott])- Маем, што x^t) не ўбывае ў 

інтэрвале (^,7;), гэта значыць Xj(t)>Xj(tg) для to<t<tj, ад- 

куль, у сілу тэарэмы Лагранжа аб канечных прыростах (гл. [15], гла- 
ва I, § 11, п. 11.2, с. 277), маем
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Xi(t)>x](t0) + xl(t0)(tl -t0) = x1(t0)(t] -t0)>0, 
што супярэчыць умове X](t]) = O. Гэта і даказвае тэарэму.

Тэарэма 2.5. У сілу лінейнай незалежнасці рашэнняў X/(t) і 
x2(t), рашэнне x2(t) не будзе ператварацца ў нуль пры t = t0 і t = 
= tt, калі дапусціць, што ва ўсім інтэрвале (/д/^гэтае рашэнне не 

мае нулёў. Сапраўды, калі б x2(to)=O, то тады
W(to) = x1(tn)x2(to)- X2(to)Xj(to) = O,

ціто супярэчыць уласцівасці дэтэрмінанта Вронскага. У сілу таго, 
што W(t)*0, ён захоўвае пастаянны знак. Дапусцім, для даклад- 
насці W(t)>0. У сілу таго, што

[x2(t)]2 l*:^)]2

d x,(t)}
TO ---  -------

dx\x2(t))
W(t)

Інтэгруючы апошнюю роўнасць, атры-

маем

(27)

(x2(t) * 0, значыць, функцыя справа непарыўная).
Левая частка (27) роўная нулю, таму што X/(t0) = Xj(tj) = 0, a 
правая - дадатная велічыня. Атрыманая супярэчнасць даказвае, што 
паміж двума паслядоўнымі нулямі x^t) існуе. прынамсі, адзін нуль

x2(t). Калі б іх было два, гэта значыць x2(tf)) = x2(t') = 0, 

to < {о < tj < 11, то’ памяняўшы ролі X] і х2, было б даказана існа-

ванне нуля функцыі X)(t) паміж t^ і Z*, а гэта супярэчыць умове, 
што xt(t) не мае нулёў паміж t0 і tj. Тэарэма даказана.

Тэарэма 2.6. Няхай t0\tI —два паслядоўныя нулі функцыі
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x(t), i дапусцім, што паміж імі няма ніводнага нуля функцыі y(t). 
He парушаючы агульнасці, можна дапусціць, што x(t)> 0, y(t)> 0 
у інтэрвале [t0;t^. Тады x(t) будзе ўзрастаць управа ад t0 і ўбы- 

ваць улева ад tj. Значыць, x(to)>O, xf/y ^ < 0. Памножым х + 
+ Qi(t)x — 0 на У(О > а Ў + Q2O)У = 0 на Х(О і адымем ад пер- 
шага другое. Будзем мець

х( t)y(О-ў( Ох( 0 = IQ2 (t)~Qi(t)]x(t)y( t).

Інтэгруючы ў апошняй роўнасці абедзве часткі ад /0 да Zy, атрыма- 
ем

k Оу( t) - ў( Ох( ^^ = J fe - Qi )xydt

У сілу прыведзеных дапушчэнняў інтэграл у правай частцы 
не адмоўны. У левай частцы x(t/)y(tj)-x(to)y(to) з улікам, што 
y(t)>O,x(to)>O,x(t])<O, атрымліваем адмоўны лік. Атрыма- 
ная супярэчнасць даказвае тэарэму.

Тэарэма 3.1. Дакажам спачатку першую частку тэарэмы. Да- 
пусцім, што \X(t0)\* 0 , а рашэнні х1 ,...,хп сістэмы (1) лінейна за-

лежныя. Згодна з азначэннем адно з гэтых рашэнняў, напрыклад, хп, 
будзе лінейнай камбінацыяй астатніх (гл. роўнасць 3.1.3), а гэта 
значыць

п-1
Х11 ХІ2 "■ Х1п-1 ^іакх1к

к=1
п-1

1 wl = Х21 х22 "' Х2п-І ^іакх2к

к=1
= 0, t g (a;b)

п-І
Хп1 Хп2 '" Хпп~1 ^^кХпк

к=1
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(гл. уласцівасці дэтэрмінантаў [12], раздз. 1, п. 4.1, с. 49). Тады і 
\^({о)\~^- Атрымалі супярэчнасць. Значыць, дапушчэнне, што 

рашэнні х1 ,...,хп лінейна залежныя, — няправільнае.
Для доказу другой часткі тэарэмы дапусцім, што існуе пункт 

tQ e(a;b), у якім \x(to)\ = O. Гэта значыць, што слупкі матрыцы 

X(to) лінейна залежныя і, згодна з азначэннем, роўнасць 
а]х'(70)+ а2х2(to)+...+anxn(to) = O выконваецца не пры ўсіх

нулявых а() і = 1,п. 
п

Разгледзім функцыю х = ^акхк. Гэтая функцыя ў сілу 
к=1

ўласцівасці 3.1.2° таксама будзе рашэннем сістэмы. Будзем мець: 
п

х(^о) — Уа^^ (^о) = 0> а ў сілу ўласцівасці 3.1.1°: x(t)-0 
к=1 

п
X/t & (a;b). Значыць, ^акхк (t) = 0 не пры ўсіх а^, роўных ну- 

к=1
лю, таму х1 ,...,хп —лінейна залежныя на (a;Z>). I, згодна з першай 

часткай тэарэмы, у гэтым выпадку \X(t\ = 0, t е (a;b).

Тэарэма 3.3. Няхай х = colon^X],....х^ — некаторае ра- 

шэнне ўраўнення L(р) х = 0, вызначанае на інтэрвале l — ^t^tz'), 

пакажам, што на гэтым інтэрвале яго можна запісаць у выглядзе 
х = х1+...+хт. Вядома, што кожная функцыя xs, s = l,n на інтэр- 
вале I задавальняе ўраўненню D(p)xs = 0 (гл. § 3.2) і таму ў сілу § 
2.5 можа быць запісана на гэтым інтэрвале ў выглядзе 

т
xs = ^g'(t)eK‘‘ ,s = 1,п, 

і=1
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дзе gj (t) — паліном ступені кі -1, пры гэтым к, — кратнасць ко- 
раня

Такім чынам, кожнае рашэнне х ураўнення L(p)x = 0 на 
інтэрвале / запісваецца ў выглядзе: х = g1 (t) е^‘‘ +...+gm(t) е^тІ, 

дзе g‘ (t) — вектар, кампаненты якога — паліномы ступені кі - 1. 
Дастаткова паказаць цяпер, што кожны складнік g‘ (t) e^ у апош- 
няй роўнасці з’яўляецца рашэннем разглядаемага ўраўнення. Пасля 
падстаноўкі ва ўраўненне будзем мець:
0 = L(p)(g'(Ое*4' +...+gm(t)eK"t) = е^ Lfp + k^g'f t)+...+

+ eK’’tL(p + Xm)gm(t).
У сілу таго, што лікі X],...,Хт папарна розныя, а значыць, функцыі 
е^'‘ ,...,e^mt лінейна незалежныя, з гэтай роўнасці атрымаем

е^‘‘ L(p + kt )gl (t) = 0, і = 1,т, 

або, інакш,
Цр)^(і)еКі' =0, і = Тт.

Адсюль вынікае, што х' = g‘ (t^** ёсць рашэнне ўраўнення 
(3.2.14). Тэарэма 3.3 даказана.

Тэарэма 3.4. Пакажам спачатку, што функцыі х' ,...,хп з'яў- 
ляюцца рашэннямі сістэмы (3.3.20). Увядзём паслядоўнасць вектар- 
ных функцый 

г-1 г-2
^г ^^7~~ітУ +7~^гУ^-^г' г = 1-к-(г-1)! (Г-2)!

Тады аказваецца, што вектарныя функцыі
xr = (£)r (t)eM, г = 1,к

з'яўляюцца рашэннем сістэмы (3.3.20), прычым хг (0) — hr. Такім 
чынам, кожнаму жарданаву ланцужку з к вектароў адпавядае сістэ-
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ма з & рашэнняў. Шляхам правядзення элементарных вылічэнняў 
лёгка праверыць, што маюць месца тоеснасці

6>г (1) = ^' (t), г = 1,к,

А(йУі) = 'к(йг (t) + tor~I (t), r = l,k, 

дзе (д° (t) = 0.
3 дапамогай гэтых тоеснасцяў непасрэдна правяраецца, што 

функцыі xr = (ar(t)e^', г = 1,к з'яўляюцца рашэннямі разгляда- 
емай сістэмы. Сапраўды, маем

xr =&(t)eXl +^(t)eK‘ =[(^^^ =

= A^flje^ = Axr (t).

Цяпер, y сілу таго, што функцыі х1 ,...,хп з’яўляюцца рашэннямі 
сіс-тэмы (3.3.20) і згодна з уласцівасцю 2.2.3°, формула (3.3.28) 
заўсёды дае рашэнне сістэмы (3.3.20).

Пакажам, што кожнае рашэнне сістэмы (3.3.20) пры 
азначаным падборы канстант С/,...,Сп запісваецца ў выглядзе 
х = С/х/+... + Спхп. Няхай ^(t) - адвольнае рашэнне сістэмы 
(3.3.20). Рашэнне ф^^ можна лічыць зададзеным на ўсёй прамой 
-м < / < оо, і таму вектар ^(0) = х° вызначаны.

Раскладзём гэты вектар па базісе h/,...,hn : 
х° =CIh'+...+Cnhn.

Калі цяпер падставіць знойдзеныя канстанты С],...,Сп у судачы- 
ненне (3.3.28), то атрымаем рашэнне x(t), што задавальняе пачат- 
ковым умовам

х(0) = С1х'(0)+...+Спхп(0) = C,h1 +...+Cnhn = х°.
Такім чынам, рашэнні ^(t) і x(t) маюць агульныя пачатковыя зна- 
чэнні і таму супадаюць. Тэарэма 3.4 даказана.

Тэарэма 3.5. Пакажам спачатку, што функцыя еЛ' з’яўляец-
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ца рашэннем сістэмы (3.3.20). Пераносячы на матрычныя функцыі 
азначэнні і ўласцівасці вектарных функцый скалярнага аргумента 
(гл. [15], глава I, п. 15.2, с. 340), знаходзім

^(еА‘) = Ііт—\еА(,+^-еА,]= Ііт\-^(еА - Е)еА‘ .

Адсюль і з азначэння экспаненты (3.3.29) атрымаем

—eAt - A-eAt 
dt

Ata гэта значыць, што e ёсць рашэнне разглядаеман сістэмы.
Далей пры t = 0 маем еА 0 = Е. У сілу таго, што \Е\ ^ 0, 

атрымаем, \еА' \ ^ 0 для ўсіх t е I, а гэта значыць, што eAt - фун- 

даментальная матрыца (гл. тэарэму 3.1).
Тэарэма 3.7. Разгледзім спачатку частковы выпадак сістэмы 

х = Ax + Pm(t)е^ , калі А = Jk - жарданава клетка віду (3.3.24). У 
разгорнутым выглядзе гэту сістэму запішам так:

Ўі^Уі+Уг + РтО)^-

Ў2=^У2+Уз+ Рт^е*.

Ўк-і = ^Ук-і +Ук+ Р^'в)^,

Ўк = ^Ук +Рт(і)е* ■

Інтэгруючы гэтую сістэму знізу ўверх, карыстаючыся формуламі 
(2.4.18), калі ц ^ X і (2.4.19) пры Ц = X, адпаведна атрымаем, што 

частковае рашэнне будзе мець выгляд у* = Q‘m(t)е^‘, і = 1,к пры 

Ц#Х і у‘к ^(i^.y^tQ^fi)^'....y^tQ^.ft) .̂ 
Запісваючы апошнія судачыненні ў вектарнай форме, атры.маем 
формулы у* = Qm+k (і)е^.
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У агульным выпадку разглядаемую сістэму з дапамогай пе- 
раўтварэння х = Ту (матрыца Т прыводзіць матрыцу А да жардана- 
вай нармальнай формы) прыводзім да выгляду

= •■. y + P^De^.

« Р„(І)=Т~'Р„,(:).

Апошняя сістэма распадаецца на s падсістэм
dt

і = l,s, прычым калі ц супадае з некаторым X, кратнасці k, то гэ- 
таму Х( адпавядаюць клеткі Жардана памернасці не больш за к. 
Інтэгруючы кожную з атрыманых сістэм, будзем мець, згодна са ска- 
заным вышэй, формулы частковых іх рашэнняў віду ў* = Q‘m4rk(t)ew, 

дзе Qm+k(Q — паліномы ступені не больш за m + k, прычым к = 0, 
калі Ц ^ X і ^ супадае з кратнасцю X, калі Ц = X. Пераўтвораная 
сістэма будзе мець частковае рашэнне у* = colonfу*],...,у*) = 
= Qm+k ('^, Дзе Qm+k (t) = colon(Q^ (t), Q^+k (t),..., Qsm+k (t)), 

a зыходнае частковае рашэнне x* = Ty* = TQ^ (t)ew =

= Qm+k (1 )e^' ’ што * патрэбна было паказаць.

Тэарэма множання (Э. Барэль) 3.8. j f (l)g(t -T)dx з’яў- 
0

ляецца арыгіналам y сілу таго, што ўласцівасці 1), 2) азначэння ары- 
гінала відавочныя, а для доказу 3) адзначым, што калі ўзяць лік Sq , 
роўны найбольшаму з паказнікаў росту f (t) і g(t), то тады

t t
\ f (^)g(^-^)^ < M ^eS(,zeSo(t x)dv = Mtes°‘.
0 0
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t oo t
Разгледзім цяпер f (x)g(t-X)dx =^e pt dt^ f (x)g(t-X)dx . 

0 '00
Двайны інтэграл, які стаіць справа пры Re р> Sq, абсалютна збяга- 
ецца, таму ў ім можна замяніць парадак інтэгравання, і, замяняючы 
t на tj = t-X, атрымаем

/ оо оо

j f(Vgft - X)dx = \f(x)dx\e~ptg(t - x)dt =
0 Ox

oo oo

= J f(x)e~^dx\ g^e^dt, = F(p) G(p). 
0 0

Тэарэма 3.9 (Флоке-Ляпунова). Спачатку вызначым функ- 
цыю In А (лагарыфм) квадратнай матрыцы А. Няхай k/,X2,...,^s 
(s<n) - розныя ўласныя значэнні (нХп)-матрыцы А, прычым 
Ху * 0 ^j, гэта значыць det A * 0. Правядзём з пункта Х = 0 
камплекснай плоскасці прамень (разрэз), які не праходзіць ні праз 
адзін з пунктаў X/,'k2,...,'ks. 3 дапамогай гэтага разрэзу вызначым 
розныя галіны (In z )к мнагазначнай функцыі In z камплекснай 
зменнай z (гл. [45], глава III, § 9, с. 181) (lnz)k = b№+i(argz+2ltk), 
к = 0+1,..., дзе arg z ёсць адназначная функцыя (калі разрэз зроб- 
лены па промні argz = ф0, то можна ўзяць ф0 < arg z < (р0 + 2л). 
Возьмем акружнасці Sj з цэнтрам у пунктах Xj так, каб яны не 
перасякаліся і не мелі агульных пунктаў з промнем разрэза. Аба- 
значым праз Kj адкрытыя кругі, абмежаваныя акружнасцямі Sj, і

S
вызначым у абсягу К = \^Ку кускова-аналітычную (гл. [15], глава

III, § 30, с. 624) функцыю Inz = (in zY пры zeK (цэлыя лікі k}-
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адвольныя). Адпаведна (гл. [25], глава V, § 5, с. 111) функцыя In A 
ад матрыцы А вызначаецца так:

In A = J(^~ A)-1 (in A.) dk .

Лёгка бачыць, што матрыца F = In А задавальняе судачыненню 
eF = A. Формула для вызначэння In А паказвае, што для зада- 
дзенай нявыраджанай матрыцы А існуе бясконцае мноства матрыц 
F, якія задавальняюць судачыненню е7 = А ,у сілу таго, што выбар 
лікаў kj адвольны.

Дакажам цяпер тэарэму 3.9. Няхай Х(со) - матрыца манад- 
раміі

1 
Л, = —In Х(со), 

CO
дзе пад In Х((О) разумеецца адно са значэнняў уведзенай мнага- 
значнай функцыі. Вызначым матрычную функцыю G(t) так: 
G(t) = X(t) е~А''. Тады роўнасць X(t) = G(t)eA‘‘ выконваецца 
аўтаматычна. Пакажам, што G(t + СО) = G(t). Маем G(t + (О) = 
= Х(1 + а)е~А,ше~А'' = X(t)X(co)e~Al‘oe~Al' = X(t)e~A'' = G(t). 
Тэарэма 3.9 даказана.

Тэарэма 3.10. Няхай ц-мультыплікатар сістэмы (3.7.50), 
тады існуе такі вектар х° *0, што Х((0)х° =цх°. Разгледзім 

нену-лявое рашэнне сістэмы (3.7.50) ty(t)= X(t)x°. У сілу таго, 

што X(t+СО) = X(t)X((O), будзем мець <^(t+ (О) = X(t+ (О)х° = 

= X(t )Х((о)хП = X(t)[lx0 = ^X(t)x° = [кр(1). Неабходнасць 
даказана.

Дакажам дастатковасць. 3 судачынення <р(t + й) = Ц(р(1) 
пры t = 0 атрымаем (р((0) = І1(р(0). У сілу тэарэмы адзінасці
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^(t)= X(t)^(O), прычым ty(O)*O, таму што ў процілеглым 
выпадку рашэнне ty(t) было бы нулявым. 3 апошняй роўнасці 
атрымаем Х(ы)(р(0)= (р^О^Цф^О). Такім чынам, ^(0) - уласны 
вектар матрыцы Х((й),а Ц - мультыплікатар сістэмы (3.7.50).

Тэарэма 3.11. Каб рашэнне (р сістэмы х = A(t)x+f(t), дзе 
A(t) - непарыўная перыядычная матрыца з перыядам CO, f(t) - 
непарыўная С0-перыядычная вектар-функцыя, было СО-перыядыч- 
ным, відавочна, што неабходна, каб (р('О) = (р(й). Для доказу дас- 
татковасці разгледзім функцыю \\f(t) = ty(t + (i)), якая ў сілу перыя- 
дычнасці A(t)\ f(t) з’яўляецца рашэннем дадзенай сістэмы, пры- 
чым у(0) = ty((£)) = ty(0). А ў сілу тэарэмы адзінасці Vf(t) і ty(t) 
супадаюць пры ўсіх t. Гэта і даказвае тэарэму.

Тэарэма 3.12. У § 3.4 была атрымана формула, па якой вы- 
значаецца рашэнне задачы Кашы для неаднароднай сістэмы. Гэтая 
формула мае выгляд

x(t) = X(t)X-'(t0)x° + X(t)\ X-’WfWdx, 

to
дзе X(t) —фундаментальная матрыца адпаведнай аднороднай cic-

тэмы. Калі выбраць фундаментальную матрыцу X(t) так, каб 
Х(0) = Е, то гэтая формула прыме від (пры t^ -0}

t
x(t) = X(t)x° + X(t)\x~1(x)f(T)dx. (28)

0
Будзем патрабаваць, каб рашэнне x(t) мела перыяд (0, гэта значыць 

x(t + (£)) = x(t), 
а пры t = 0

х(ш) = х(0). (29)
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Калі для некаторага рашэння x(t) выканана ўмова (29), то яно мае 
перыяд (0. Сапраўды, x(t + (д) і x(t) - два рашэнні сістэмы 
х = A(t)x + f(t), якія задавальняюць у сілу (29) адной і той жа 
пачатковай умове пры t = 0. У сілу тэарэмы адзінасці гэтыя рашэн- 
ні супадаюць, гэта значыць мае месца x(t + (д) = x(t). Такім чы- 
нам, умову таго, што рашэнне x(t) мае перыяд й, можна запісаць
так:

co
А/со )х° + Xf'a > j Х~‘ (х )f(x)dx = х°, 

о 
або

co
(Х(а>) -Е)х°= -^со Д X-1 (x)f(x)dx. (30)

о
Па ўмове тэарэмы 3.12 усе мультыплікатары аднароднай сістэмы не 
роўныя адзінцы, гэта значыць, што характарыстычнае ўраўненне 
Іад-^Н не мае кораня ц = /. Значыць, ва ўмове (30) 

\Х((й) — Е\^ 0 і гэтая сістэма лінейных алгебраічных ураўненняў 

адназначна вырашаецца адносна х .Такім чынам, адзінае рашэнне 
зададзенай неаднароднай сістэмы з перыядам (0 вызначаецца фор- 
мулай (28) і пачатковым значэннем х° , знойдзеным з (30). Тэарэма 
даказана.

Тэарэма 4.1. Спачатку дакажам так званую лему Гронуала, 
якая фармулюецца так: няхай u(t),v(t) - неадмоўныя непарыўныя 
пры t >tn функцыі, звязаныя няроўнасцю

u(t)<c + ^v(x)u( Т )dx, (31)

дзе с - дадатная пастаянная; тады пры t > t0 мае месца ацэнка
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u(t)< cexp
to

Доказ лемы. Памножым (31) на v(t) і дапусцім 
t

\^(t)= ^v(s)u(s)ds. Тады \]/(t)<v(t)\c + \f(t)\, адкуль 
to

Праінтэграваўшы няроўнасць (33) ад t0 aa t, маем

(32)

(33)

што з улікам (31) i прывядзе да судачынення (32). Лема даказана.
Заўвага. Калі перайсці ў формулах (31) і (32) да ліміту пры 

с —» + 0 , то пераконваемся, што лема Гронуала выконваецца ў вы- 
падку с = 0.

Для доказу тэарэмы патрэбна паказаць, што калі x — t^(t) і 
x = \f(t) - два рашэнні задачы Кашы (4.2.12), (4.2.13), вызначаныя 
адпаведна на інтэрвалах Д 7 і Д 2, to ty(t) = y(t) для Z е Д7 П Д2 . 
Дакажам спачатку , што калі ў некаторым пункце t, маем 
У(11)~~У({1) = х1 (рашэнні супадаюць у пункце /7), то 

^>(t) = \\f(t) у некаторым наваколлі \t — t\<h гэтага пункта. 3 

інтэгральнага ўраўнення (4.2.14) для рашэнняў t^(t) і y(t) 
атрымаем: 

t
^(t) = x‘ +\f{x,^(x))dx, (34)
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y(t) = x] +$f(x,y(xj)dx. (35)

‘і
Адымаючы ад (34) роўнасць (35), будзем мець

ф< t)-y(t) = j \f(x, <р(т)) - f(x, vf х))^х. (36)

У сілу таго, што мноства G адкрытае, у ім будзе існаваць цыліндр 
\t - tj\< hj, \х-х‘\<г. Тады будзе існаваць такое h2, што пры 

\t-ti\<h2 маем, у сілу непарыўнасці функцый ^>(t),\f(t),

\^(t)-x'\<r,\\if(t)-x,\<r. (37)

Калі выбраць h = min(h 1,h2), то цыліндр

\t-tj\<h, \x-x^<r (38)

будзе цалкам змяшчацца ў мностве G і (37) выконваецца пры 
\t-tj\<h. Пераходзячы цяпер у роўнасці (36) да нормаў, будзем

мець

Ы-^Ф Л/(т,Ф(т))-/(т,^ф (39)

(гл., напрыклад, [14], глава I, § 5, с. 48).
Для ацэнкі рознасці пад знакам інтэграла ў (39) выкарыста- 

ем умову Ліпшыца. Гэта можна зрабіць таму, што пры выкананні 
ўмоў (37) пункты (т,ф(т)) і (t,vW) будуць змяшчацца ў цылінд- 

ры (38). Такім чынам, маем
|/(^ ф(х)) - /(т, vf г))| < фг т; - vf U
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Значыць, у няроўнасці (39) атрымаем

\^>(t)-\i(t)\<L |Н-ш|л
У сілу лемы Гронуала для функцыі x(t) = ty(t)-\f(t)

выконваецца для ўсіх t e[tj — h;t] + h\ няроўнасць \x(t)\<0 (y 
нашым выпадку u(t) = \x(t)\, v(t) = L, c = 0). Гэта i даказвае, што 

q(t) = y(t) пры \t-t]\< h.

Няхай цяпер рашэнні x = ^(t) i x-\f(t) вызначаны на 
інтэрвале (a;b) i q(to) = y(to) пры toe(a:b). Дакажам, што 
^>(t)= =y(t) на ўсім інтэрвале (a;b). Доказ правядзём ад 
процілеглага. Дапусцім, што існуе такі t]e(a;b), для якога
^(tlJ^Vftl) ■ Для пэўнасці будзем лічыць tj > tg. Пакажам, што 
мноства М пунктаў t <t] інтэрвалу (a;b), якія задавальняюць 
умове ty(t) = y(t), будзе замкнутым (азначэнне гл. у [4], глава VII, 
§ 1, с. 414). Сапраўды, калі / —лімітавы пункт мноства М, a tm - 
любая паслядоўнасць пунктаў мноства М, якія збягаюцца да t ,то 
^({т) ~ ^(hn) ■ ^ С«ЛУ непарыўнасці функцый ^>(t) і y(t) маем 
<^(і)- Um ф^tm)= Нт y(tm) = \f(t). Пункт t будзе належаць 

т—*о° т—^оо
М, таму што пры tm<ti маем t <t] U ^t], таму што 
^(t])^\f(ti)}. Такім чынам, М - замкнутае мноства, і, згодна з 

азначэннем, абмежаванае зверху. Дапусцім, што t — supM, і ў сілу 

замкнутасці TeM, ty(7) = у(7). Як было паказана вышэй, у 
некаторым наваколлі |г-г|<5 пункта t будзе ^(t) = \\l(t), гэта 

значыць знойдзецца такі пункт t2 > t , што ^(t2)-^(^2)- ^эта
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немагчыма ў сілу таго, што t = sup М. Атрыманая супярэчнасць 
даказвае тэарэму.

Тэарэма 4.2. Замест задачы Кашы
x = f(t,x), (40)
x(t0) = x° (41)

будзем разглядаць вектарнае інтэгральнае ўраўненне

x(t) = x° +\f(x,x(x))dx. (42)

Рашэнне ўраўнення (42) пабудуем метадам паслядоўных набліжэн-
няў Пікара ( аб гэтым метадзе ў выпадку аднаго ўраўнення гл. у до- 
казе тэарэмы 1.2).

У якасці нулявога набліжэння шуканага рашэння возьмем 
функцыю х° (t) = х°, а паслядоўныя набліжэнні будзем вызначаць 
так:

xk+,(t) = x° +\ f(x,xk (X j) dx, (к = 0,1,...). (43)

Па аналогіі з доказам тэарэмы 1.2 па індукцыі можна ўстанавіць, што 
ўсе функцыі xk(t) належаць мноству П, вызначаныя і непа- 

рыўныя на адрэзку [10 - h;t0 + h], прычым

\xk+,(t)-xk(t)\< (к = 0,1,...). (44)

Значыць, паслядоўнасць {х*(/)} збягаецца раўнамерна на адрэзку 

[t0-h;t0+h] да некаторай непарыўнай функцыі x(t) і таму 

f(t,xk(tj)-^ f(t,x(t)) пры к —> о° раўнамерна па 

^[^-Л,70 +h]. Такім чынам, у роўнасці (43) можна перайсці да 

ліміту пад знакам інтэграла і атрымаць судачыненне (42), якое па-
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казвае, што x(t) ёсць рашэнне задачы Кашы (40), (41). Тэарэма 4.2 
даказана.

Сцвярджэнне 4.1. Неабходнасць існавання ліміту Um ^t)= 
t—^b—O

= 8, (b,8) G G непасрэдна вынікае з азначэння рашэння і яго пра- 
цягу.

Дакажам дастатковасць. Няхай ф/і) — рашэнне (31), вы- 
значанае на некаторым інтэрвале (а;Р) с / , 6б(а;Р) і задаваль- 
няе пачатковым дадзеным (6,5). Па тэарэме 4.2 гэтае рашэнне будзе 
існаваць. Вызначым функцыю Vf(t) на [а;р)с/ наступным 

чынам:
ф(1) пры te[a;b), 

(р/Опры ?е[5, р).фГО = '

t

Дапусцім, J(f) = ф(а) +j /(т, ф(т)) Л. Згодна з азначэннем y(t) 
a

і з эквівалентнасцю задачы Кашы (40), (41) сістэме інтэгральных 
ураўненняў (42) (гл. § 4.2) J(t) = ty(t) = \y(t) пры te[a;b). Пры 
Ге[б;Р) маем:

ь t

J(t) = q(a) + $ f(x,ф(Т>) Л + j/(т,ф/(т)) Й = 
a b

t

= 8 + j/(т,Ф/М dx = ^,(t) = y(t) 
b

па азначэнні ф/^ і Vj(t). Таму, пры ?е[а;Р) функцыя y(t) 

з’яўляецца рашэннем інтэгральнага ўраўнення (42), а, значыць, ра- 
шэннем сістэмы (40), звужэнне якога на [а,ф) ёсць ф(1). Таму 
ф^7 з’яўляецца доўжаным управа.
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Тэарэма 4.3. 1) Пакажам, што існуе х = ^(t) — нядоўжанае 
рашэнне сістэмы ўраўненняў (40), якое задавальняе пачатковай умо- 
ве tyftQ ) = х°, (t° ,х°) - любы пункт з G. Разгледзім сукупнасць 
усіх рашэнняў сістэмы ўраўненняў (40), якія задавальняюць умове 
х(1о) = х°- Кожнаму рашэнню гэтай сукупнасці адпавядае свой 
інтэрвал вызначэння. Мноства ўсіх левых канцоў гэтых інтэрвалаў 
абазначым M] ,а мноства іх правых канцоў — М2.

Дакладную верхнюю мяжу мноства М2 абазначым праз т2, 
sup М2 = т2, а дакладную ніжнюю мяжу мноства M] абазначым 
праз mj, inf M] = ГП]. Калі М2 неабмежаванае зверху, то мяркувм, 
што т2 = +«, калі М/ неабмежаванае знізу, то Ш/ = -<» . Пабудуем 
рашэнне x-^(t), якое задавальняе ўмове ^>(t0) = х° і вызначаецца 

на ўсім інтэрвале пі/ < t < т2. Няхай Г - адвольны пункт гэтага 
інтэрвалу. У сілу таго, што т2 і mj ёсць адпаведна дакладная 
верхняя мяжа і дакладная ніжняя мяжа, то існуе рашэнне x — \f(t), 
якое задавальняе ўмове vf^о)~ х° ' вызначаецца на некаторым 

інтэрвале (t^tf), які змяшчае пункт t* . Дапусцім, q(t*) = \f(t*) . 

Атрыманае значэнне функцыі ф у пункце t* не залежыць ад 
выпадкова выбранага рашэння \f(t). Сапраўды, калі x = x(t) — 
якое-небудзь іншае рашэнне, што задавальняе ўмове Х({о)~х° ’ 

вызначаецца на інтэрвале, які змяшчае пункт t*, to ^(t*) — ^(t*) 
па тэарэме адзінасці 4.1, таму што V(t0 ) = X(t0 ) . Такім чынам, 
функцыя x — ^(t) адназначна вызначаецца на ўсім інтэрвале 
(т),т2) і ў той жа час з’яўляецца рашэннем сістэмы (40) з 
пачатковымі значэннямі (tf^x0), таму што ў наваколлі любога 

пункта t* з інтэрвалу (tnt;m2) гэтая функцыя супадае з некаторым

404



рашэннем сістэмы. Пакажам цяпер, што x — ^(t) - нядоўжанае 
рашэнне. Няхай х = y(t) (t/ < t < t2) — працяг рашэння х = ty(t), 
тады tj <mltm2 <t2, \f(to)~x° і ty(t) = y(t) пры mj < t < m2. 3 
самой пабудовы рашэння ^(t) вынікае, што ^(t) служыць працягам 
рашэння \f(t), таму mj < tj і t2 <т2. Значыць, tj = mIt t2 -т2 і 
ty(t) = \\f(t) пры mj <t <т2, гэта значыць ^(t) - нядоўжанае 
рашэнне.

2) Пакажам цяпер, што калі x~^(t) — нядоўжанае рашэн- 
не, a x = \f(t) - некаторае рашэнне сістэмы (40) з аднолькавымі па- 
чатковымі значэннямі (t0,x°), to x = <p(t) - працяг рашэння
x = Vf(t).

Дапусцім, што рашэнне x = ^>(t) вызначаецца пры 

t] <{ ^2’ а рашэнне x = Vf(t) - пры I* < t < t2 . У сілу тэарэмы 
адзінасці 4.1 рашэнні ty(t) і \f(t) будуць супадаць на агульнай 

частцы інтэрвалаў (ti',t2) і (tj',t2). Пры t2>t2 функцыя

х = 5
'^(t), t]<t<t0,

* была б працягам рашэння x — ^(t), якіV<^ h^^h
адрозніваецца ад ^(t), што немагчыма, таму што ф( ^ - пядоў- 

жанае рашэнне. Значыць, t2 ^t2. Аналагічна даказваецца, што 

tj ^ t* . Такім чынам, ty(t) — працяг рашэння y(t).
3) Няхай рашэнне x = ^(t) вызначаецца на інтэрвале 

(tj;t2), a x = y(t) — на інтэрвале (t*;t2) . Пакажам, што калі гэта 
нядоўжаныя рашэнні сістэмы (40) з аднолькавымі пачатковымі 
значэннямі (tQ.x^ ), то яны будуць вызначацца на адным і тым жа 
інтэрвале і супадаць на ім. Сапраўды, у сілу даказанага ў пункце 2), 
рашэнне х = (^(t) ёсць працяг рашэння x = y(t), прычым /; ^t^,
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t*z ^t 2 i ty(t) = y(t) пры t* <t<t2. Гэтак жа i x = y(t) — npa- 

цяг рашэння x = ty(t). Таму t*<t],t2<t2. Значыць, t^=t], 

h=t2 ’ ^(O^^^fO на інтэрвале (tl',t2').
Тэарэма 4.4. Дапусцім, што ^^ R. Значыць Д = fa;p), дзе 

хоць бы адзін з лікаў а, [3 канечны; для дакладнасці лічым Р < “. 
Возьмем некаторы адрэзак [р/,^], задавальняючы ўмове 

Р/<Р<Р2, і абазначым праз М максімум функцыі \f(t,x)\ на 

мностве [P,.₽JxK. 3 таго, што для любых /, Т е [р;;Р,]П(а;р) 
выконваецца роўнасць

і
q(t)-<p(T) = jf[s, (pfs))ds, 

т
вынікае, што \<p(t)~ (р(т)\< М \t-^. Таму існуе lim(p(t) = z°, 

прычым z° &К a D. Няхай Г/ >0 такое, што шар ^:|х - 20\<г^ 

змяшчаецца ў абсягу D. Па тэарэмах існавання і адзінасці задача 
Кашы для ўраўнення (40) з умовай x($) = z° мае адзінае рашэнне 
~y(t), вызначанае на інтэрвале (Р~й;Р + А). Паколькі ўраўненне 
(40) валодае ўласцівасцю існавання і адзінасці рашэнняў на мностве 
G = Rx D, то ф(/) = \|/(/) для /е(р-й;Р), а адсюль вынікае, 

што функцыя

^(t), <е(а;Р),
VW fe(p-A,p + A)

PfO = ’

з'яўляецца працягам рашэння <p(f), а гэта супярэчыць яго нядоўжа- 
насці. Такім чынам, дапушчэнне А^ R няправільнае і таму рашэн- 
не ір(?) неабмежавана доўжанае. Тэарэма даказана.
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Тэарэма 4.5. Няхай ф(^ - адвольнае нядоўжанае рашэнне 
ўраўнення (40). У сілу таго, што
^(^(^^Ы^+^^ t))+- • ■+

+ф/ t)fn (t. <рб^))=Хф< ^- Л‘> ф^Л

дзе (c,d) -скалярны здабытак вектараў c,d з Rn, маем
£ (k d2)=2k d \f(i> ф< ^)| ^ 2k d фііф^ ^)> 

адкуль d\^(t)\< ф(|ф(,t^dt і таму

і!|Фй-і''',і (^=<р««л w

Дапусцім цяпер, што рашэнне ф(%) не з’яўляецца неабмежавана 
доўжаным. Тады яго абсяг вызначэння Д = (а;Р) не супадае з R і 
таму мае месца хоць бы адно з патрабаванняў (4.4.19). У сілу таго, 
што D=Rn, то другая ўмова з (4.4.19) выконвацца не можа. 
Пакажам, што не можа выконвацца і першая ўмова. Сапраўды, няхай 
Р < оэ (выпадак а>-« разглядаецца аналагічна) і |ф^пў|—>°° 

для некаторай паслядоўнасці {/„} момантаў часу, якая імкнсцца да 

Р. Тады з (45) у сілу (4.4.20) маем |/„ -/0| —> °о. а гэта супярэчыць 
умове Р < «з. Значыць, рашэнне ty(t) неабмежавана доўжанае. 
Тэарэма даказана.

Тэарэма 4.6. Мноства пунктаў (t,x,^.), якія задавальняюць
умовам

a<t<b, |(р(і,ц0)-х|<г, |ц-Цо|<а, (46)

абазначым праз F. Гэтае мноства пры дастаткова малых r і а бу- 
дзе змяшчацца ў G у сілу таго, што мноства пунктаў 
(/.ФігшЛцДдзе a<t <Ь уяўляе сабой замкнутае абмежаванае
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мноства, што цалкам ляжыць у адкрытым мностве G . Няхай r і a 
ужо выбраны так, каб FcG. Відавочна, F - замкнутае абмежа- 
ванае мноства. Па ўмове 1° тэарэмы функцыя f(t,x,^) задавальняе 
ўмове Ліпшыца на мностве F, гэта значыць

^(t.x^lD-fa.x2^^ < l\x'-х2\ (47)

для любых двух пунктаў (t,xl,^), (t,x2 ,\і) з F, прычым канс- 
танта L залежыць ад r ,G.

Для тых значэнняў /, |1, для якіх функцыі ф((Ц) і Ф^.Цо^ 
вызначаюцца, ацэнім рознасць |ф(7,Ц,)-ф^М-

Функцыі ф^.Ц^ і у(і,Цо) задавальняюць інтэгральным 
ураўненням

Ф(/,ц) = xfl + f /(т, ф( х, ц/ ц) dx,
‘о

t
^(t,\k0) = x0+ \/(-г.фГгцоЛЦо)^-

'о
Адымаючы з першага ўраўнення другое і прымяняючы вядомую ня- 
роўнасць, атрымаем

ІФГ^-ФГ'-Цо^ j |Ж Ф< ^- Н/ ц) - f^~ Ф< *. ц0 ), ц0 )| dx

‘о

(48)

(гл. [4], глава IV, § 2, п. 3, с. 357).
Ацэнім падынтэгральны выраз

|/( V ф( т, ц/ ц) - f(x, ф( т, Ho/gJl =

= |/(т, ф(% ц/ ц) - /(*> Фбг ц0 Л н)+Ж <р(% іМ н)
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Л ф(т,ц J, ц0) < Дт, ф(т, ц/ ц) - Дт, ф(т, ц0 ), ц I +

+ ІЖ ф(% м, ц) - /(т, ф(т, ц0 Ж 1
(49)

У сілу няроўнасці (47)
|/(г ф< т, g/ g) - /(т, ф( т, g0 / g)| < £|ф( т, ц) - ф(т, g0 j. (50) 

3 азначэння раўнамернай непарыўнасці функцыі f (х,х,^) на абме- 
жаваным замкнутым мностве F (гл. [15], глава II, § 19, п. 19.7, 
с. 444) вынікае: для любога £/ >0 знойдзецца такі <5 > 0, што якімі 
б ні былі пункты (Х,х,ц) і (Х,х,110) з F, што задавальняюць умо- 
ве |ц - Ц о | < a , выконваецца няроўнасць

^(x.x^J-ffx.x^o^E,.

(Будзем лічыць, што a з няроўнасці (46) задавальняе ўказа- 
ным умовам.)

Тады, у прыватнасці,
|/(т,ФГт,ЦоЛц)-/(тХгноЛЦо)|< £/ • (51)

У сілу (50) і (51) з няроўнасці (49) атрымаем
|Ж ф( т, g/ g) - /(т, ф<т, ц0 Л ц0 Л < е / + £|ф( т, g> - Ф(Ч go >| .(52) 

Падстаўляючы няроўнасць (52) у (48), атрымаем

|ф(гц>-Ф(гц0;| <
t
J(e7 +£|ф(Чц>-ф(Чцо;|)л

‘о

^е/|'-'о| + L ^(X,ll)-<p(X,lL0)\dX < Ej(b-a) +

'о

+ L \\(p(x,\i)-^(x,iL0^dx
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Прымяняючы да апошняй няроўнасці лему Гронуала (гл. доказ тэа- 
рэмы 4.1, у якасці функцыі u(t) выступае Іф^ф^-ф^фо)!), пры 

|)1 - Ц^ | < О атрымаем

\^(t^)-^(t,\i0)\<zI(b-a)eL\,~t°\ ^^/(b-aje1' .̂ (53)

Згодна з тэарэмай 4.4 нядоўжанае рашэнне x — ^(t,^) павінна вый- 
сці за межы мноства F пры ўзрастанні (або ўбыванні) t .

Абазначым праз t] = t/(\l) тое значэнне t > to (або t < to), 
пры якім пункт (1,ф(1ф)ф) (|ц-Ц0|<о) упершыню пападае на 

мяжу мноства F.
г

Выберам £; так, каб £; < —---------L(b-a) ’ тады’ У пРЬІват'

насці пры t = t/ ,з няроўнасці (53) атрымаем
^(tj.liJ-^tj.ilo^r пры |ц-Ц0|<о. (54)

Аднак, паколькі пункт (^.ф^/.ц/ц) ляжыць на мяжы мноства F, 

то тады хоць адна з няроўнасцяў у (46) павінна ператварацца ў роў- 
насць. У сілу (54) гэта магчыма толькі пры t] =Ь (або пры tj—a, 
калі t/<t0). Значыць, рашэнне л = ф(1ф) вызначана пры ўсіх 
a <t <Ь, калі |ц - ц01 < G.

тіп{г,г)
Калі ў якасці £j узяць £; <------------ ’ дзе е “ аДв°ль-

(Ь-а)е ' 7
ны дадатны лік, а адпаведны гэтаму £; лік <5 абазначыць праз 5, 
то, у сілу няроўнасці (53), маем Іф^ЛІІ^Ф^.М/)^ <Е пры |ц~wj<8. 

Тэарэма даказана.
Тэарэма 4.8. Спачатку ўстановім адно дапаможнае сцвяр- 

джэнне (што часта называюць лемай Адамара), у фармулёўцы якога 
выкарыстоўваецца паняцце выпуклага мноства. Таму нагадаем, што
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непустое мноства U d Rn называецца выпуклым, калі для любых 
пунктаў х' і х2 з U адрэзак sx1 + (1 - s)x2, 0 < 5 < 7, які іх злу- 
чае, цалкам належыць U .

Лема Адамара. Няхай функцыя f(t,x) вызначаная і непа- 
рыўная пры (t,x) & G = I х D. Калі абсяг D выпуклы, а функцыя 

' df (t,x)
f(t,x) мае непарыўныя частковыя вытворныя / (t,x)~—------ ,

то існуюць такія непарыўныя функцыі h: (t,x,y), што

п
f(t,x)-f(t,y) = ^Jhl(t,x,y)(xi-yi) = H(t,x,y)(x-y)

(х^Уі - каардынаты вектараў х і у адпаведна, Н - (h),...,hn)}.
Доказ лемы. Улічваючы выпукласць мноства D, вызначым 

сямейства вектараў F(s) = f(t,sy + (l — s)x),a3e 0<5<7.Усілу 

таго, што

^~ = ^(хі~Уі)/хі (t,sy + (l~s)x), 

відавочна, функцыя
1

0 
задавальняе ўсім неабходным патрабаванням.

Пяройдзем цяпер непасрэдна да доказу тэарэмы. Адзначым, 
што ўмова Ліпшыца выконваецца на любым замкнутым абмежава- 
ным мностве, што змяшчаецца ў G пры існаванні і непарыўнасці

частковых вытворных —— (j = 1,п) (гл., § 4.1).
aXj

Тады, як вынікае з тэарэмы 4.6, функцыя ^(t,[L) непарыў-
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ная пры a<t<b, |ц-|10|<С.

Выберам на інтэрвале |ц-ц0<(5 любыя лікі ц і 5 такія, 

што інтэрвал (ц-8;|1 + 5) змесціцца ў інтэрвале |ц-Ц0|<О. Няхай 

|Д(1| < 5 . Будзем мець

Ф(гц;=/(лф(гц/ц),

Ф(СЦ + Дц> = /(/. cpftg + Дц/ ц + Дц).

Рознасць атрыманых роўнасцяў запішацца так:
^к'.ц+ло- ф6сц;]=f(t, ф(% ц+дц/ ц+дц) -

-/Й^Оф).

Згодна з даказанай лемай, існуюць такія непарыўныя мат- 
рычная функцыя Н(і,[1,Л gj і вектарная h(t,[l.,& ц)

f^ф(/ф + Дц/ Ц + Дц) - f(t, фбГ,|1Л ц) =
г . (56)

= Я^ц.ДцДф^.ц + ДіО-ф(7,іО] + йО,ц.,ДіОД|і. 
Цяпер роўнасць (55) з дапамогай (56) запішацца 

d
—(Дф) = Н0,ц, Д(0+ /?</, ц.ДЮДц, 
dt

дзе Дф = ф(7,ц + Дц)-ф(7,ц).
Апошняя роўнасць пры Дц ^ 0 прыме выгляд

J f Дф^ Дф
=^н-дн>тт7+л^Ц-Ш

Дф 
Атрыманае судачыненне паказвае, што пры Дц / 0 функцыя----

задавальняе нармальнай сістэме лінейных дыферэнцыяльных ураў- 
ненняў

y = H(t,\L,^)y + h(t,\l,\\l).

412



Дапусцім, што у = ^^.ц.Лц) - рашэнне гэтай сістэмы дыферэнцы- 
яльных ураўненняў, якое задавальняе пачатковай умове

у^.ц.Дц^О.
Згодна з тэарэмай 4.6 функцыя у^.Ц.Др.^ будзе непарыўнай пры 
a < t < b, ц0 - a < ц < Цо + a, |дц| < 5. 

3-за таго, што
Дф = фГ^ц + Д^Л^ = хо~^о = 0
АЦ АЦ АЦ

у сілу тэарэмы адзінасці пры Дц ^ 0 маем
Дф
— = vftMi4

Пераходзячы ў гэтай роўнасці да ліміту пры Дц —> 0 , атрымліваем
Эф Дф
—(7,11) = Ііт — = Нт у(і,Ц.,Лр.) = у(і,іІ,О). 
о|1 ДцчО Дц Дц-»0

Такім чынам, вытворная
Эф

існуе і непарыўная пры

a<t<b, g0-O<|4<|40+G, паколькі непарыўнай з’яўляецца 
функцыя ф( t,[l,0) . Тэарэма даказана.

Тэарэма 4.10. Перыядычнае рашэнне сістэмы
х = Ах + f (t) + [lF(t,x,ll) (57)

будзем адшукваць у выглядзе x(t,x° ,ц), дзе х° - пачатковае зна- 
чэнне, што адпавядае t = 0. Паколькі x(t) вызначаецца пры ўсіх t, 
то згодна з уласцівасцю працягу рашэнняў (гл. § 4.4) пры дастат-кова 
малых |ц| і |х° -х(0)\ рашэнне x(t,xn,\і) будзе доўжаным па t на 

прамежак [0,со].
Аналагічна, як і ў тэарэме 3.4, можна даказаць, што неабход- 

ная і дастатковая ўмова (0-перыядычнасці x(t,x° ,Ц.) мае выгляд

х((0, х°, цў = х(0, х°, Ц^ = х°,
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або Х(х°,^)-х((й,х°,^)-хо=О. (58)

Дапусцім, х° =х(0). Згодна з тэарэмай 4.9 функцыя Х(х°,[і) 
будзе непарыўна дыферэнцавальнай у некаторым наваколлі пункта 
(х° ,0), прычым Х(х°,0) = 0, таму што x(t) ёсць СО-перыядыч-
нае рашэнне параджальнага ўраўнення. Маем далей 

дХ п дх п 
-7Сх°.Ю = ТТ(о>,х'’.О)-Е„. 
дх дх

дх о
Згодна з тэорыяй § 4.6 —K(t,x ,pj ёсць нармаваная пры t = 0 

дх
фундаментальная матрыца ўраўнення ў варыяцыях

dF /
А + Ц—[(,х(і 0

Такім чынам, —^((й.х^.О^е^. А тады ~~^(х°,0) = е^ - Еп. 
ох ах

. 27U I— ЭХ
Пры ўмове А,. # к, к e.Z, і = v-1 матрыца —т^х ,0) не мае 

7 0)---------------------- дх
ўласных лікаў, роўных нулю, таму яе дэтэрмінант не роўны нулю.
Ураўненне (58) мае адзінае рашэнне х°(ц), непарыўна дыферэнца-

вальнае ў наваколлі пункта ц = 0 і такое, што х°(0) = х° (гл. тэа- 
рэму аб няяўнай функцыі [27], глава II, § 1, п. 6, с. 48). Згодна з тэа- 
рэмай 4.8 рашэнне х(/,хй(ц),|1) будзе непарыўна дыферэнцаваль- 

ным па ц у наваколлі пункта |1 = 0, Ш -перыядычным па / у сілу

(58) і будзе адзіным у сілу адзінасці рашэння х°([1) ураўнення (58) 
Тэарэма даказана.

Тэарэма 4.11. Няхай рашэнне x = ty(t) вызначаецца 
пры a < I < Р. Згодна з умовай тэарэмы, траекторыя рашэння сама 
сябе перасякае, гэта значыць існуюць такія лікі 
tj е(а;$), t2 е(а;$) (t/>t2),шхо
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^(t])=^(t2)-
Згодна з уласцівасцю 4.8.2° траекторыі, якія маюць агульны пункт, 
павінны супадаць, гэта значыць

ф<О = ф<Г + у>, (59)
дзе y = tI-t2>0.

Функцыя х = ty(t + у) з’яўляецца рашэннем аўтаномнай сіс-
тэмы

x = f( х), (60)
вызначаным пры а-у</<р-у, і, акрамя таго, у сілу (59) гэтыя
рашэнні супадаюць на агульнай частцы іх абсягаў вызначэння, гэта 
значыць пры a < / < Р — у. Значыць, рашэнне

X = \f(t) =
<p(t), a</<p,

Ф^ + у/а-у<г<а
з’яўляецца працягам рашэння x = ^(t) на інтэрвал (а-у;Р). Па-
слядоўна паўтараючы апісаныя вышэй дзеянні, атрымаем працяг ра- 
шэння x — ^)(t), вызначаны на інтэрвале (-°°; Р) . Затым, замяніў- 
шы ў роўнасці (59) t на t-y, з дапамогай роўнасці <p(t) = <p(t — у) 
атрымліваем працяг рашэння х = ф(7ў з інтэрвалу (-м;р) на ўсю 
лікавую вось (—°°;+°°). Такім чынам, рашэнне x = ty(t) вызначаец-
ца на — оо < f < +<», а пастаянная у = tI -12 > 0 — перыяд гэтага 
рашэння. Разгледзім цяпер мноства Р перыядаў рашэння х = ф^^. 
Мноства Р або змяшчае як патрэбна малыя дадатныя лікі, або ў Р 
знойдзецца найменшы дадатны лік Т. У першым выпадку будзе 
існаваць збежная да нуля паслядоўнасць дадатных перыядаў Т„.

t
Няхай t - адвольны сапраўдны лік. Дробныя часткі а_ = —

лікаў — (квадратнымі дужкамі абазначана цэлая частка ліку)
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утвараюць абмежаваную паслядоўнасць, і ў сілу таго, што Тп —> 0,
маем

Лікі
t

Пт 51 - 'п ’ = Ііт(апхп) = о.

Хп, што з’яўляюцца цэлымі кратнымі перыядаў Хп, самі

з’яўляюцца перыядамі рашэння ^(і) . Таму (р(^ = (р t - ^п

Пераходзячы ў гэтай роўнасці да ліміту пры п —> «>, атрымаем

фб^ = lim ty t-
t

^п = ф lim t - —
Іл-»о4 ^п = ^(0).

Такім чынам, х = (p(t) ёсць становішча раўнавагі.
Разгледзім цяпер выпадак, калі мноства Р змяшчае най- 

меншы дадатны лік Т. Маем q(t + Т) = q(t). Пакажам, што

^>(tI)^^(t2) пры 0<\t]-t2\<T. Дапусцім процілеглае. Тады

знойдуцца такія tj і t2 (0 <\tt -t2\<T), што ^(tl) = ^(t2). 

Згодна з уласцівасцю 4.8.2° (?(t) = ^(t + у), дзе у = t, -t? *0. 
Такім чынам, у = tj -t2 служыць перыядам рашэння ф^7 . А ў сілу 
ўласцівасці 1 мноства Р дадатны лік \t/-t2\ = +y таксама 

з’яўляецца перыядам, а гэта супярэчыць меркаванню, што Т — 
найменшы дадатны перыяд рашэння ^(t) . Тэарэма даказана.

Тэарэма 4.12. Дапусцім, што ў першым інтэграле 
^(t.x, ,...,хп) = С замест х ],..., хп падстаўлена якое-небудзь

рашэнне сістэмы х, = fi(t,xI,...,xn),i = 1,п, тады згодна з азначэн- 
нем левая частка ператвараецца ў функцыю ад t, тоесна роўную па- 
стаяннай. Дыферэнцуючы абедзве часткі гэтай тоеснасці па t, атры- 
маем
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Эш dw dx, Эш dxn
№ + Л ' +• ■ •+ Л ' ~ 0' (61)dt дх/ dt дхп dt

У сілу таго, што х ],..., хп ёсць рашэнні разглядаемай сістэмы, то 
dx/ dxn

вытворныя ~J^ можна ў апошняй роўнасці замяніць

роўнымі ім правымі часткамі ўраўненняў гэтай сістэмы. У выніку 
гэтага атрымаем

Эш Эш дш
^ + fl(t,xI,...,xJ — +..+fn(t,x],...,xn)— = O. (62)

У роўнасці (62) X],...,хп функцыі ад t, якія з’яўляюцца некаторым 
рашэннем разглядаемай сістэмы; такім чынам, значэнні (t,xIt...,xn) 

у гэтан роўнасці - каардынаты пункта з прасторы R , праз які 
праходзіць разглядаемае рашэнне. У сілу таго, што вынік 
дыферэнцавання ф не залежыць ад С, роўнасць (62) выконваецца 
для пункта (t,X],...,xn), што ляжыць на любой інтэгральнай крывой 
у разглядаемым абсягу. Згодна з тэарэмай існавання, праз кожны 
пункт (t0,x^,...,x^) гэтага абсягу праходзіць інтэгральная крывая, 
значыць, роўнасць (62) мае месца для любога пункта разглядаемага 
абсягу, таму левая частка кожнага першага інтэграла 
\^(t,Xj,...,xn) = С задавальняе тоесна судачыненню (62).

Наадварот, некаторая функцыя ф ператварае ўраўненне (62) 
у тоеснасць, тады ўздоўж любой інтэгральнай крывой разглядаемай 
сістэмы мае месца роўнасць (61), а значыць, ф(t,xJt...,xn) = С. Та- 
кім чынам, уздоўж кожнай інтэгральнай крывой функцыя ^ прымае 
пастаяннае значэнне.

Роўнасць (62) ёсць неабходная і дастатковая ўмова для таго, 
каб ф з’яўлялася першым інтэгралам дадзенай сістэмы.

оо

Тэарэма 4.13. Прадставім ф у выглядзе ф = ^ф^^ , дзе
к=2
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^(k) =colon(^!k) ,...,^пк) ), ^k)(y) = Хф^. Чп)УЧ1'-Уп'■
4і+~+Чп=к

У сілу формулы (4.10.59) атрымаем
^^~Ау-А(^<к) = F(k)(^>(m) ,Y(j) ,X(i)}-Y(k), (63)

дзе т<к, j <к, і < к, F^k^ — вядомая функцыя сваіх аргументаў.
Такім чынам, пры к = 2 правая частка роўнасці (63) з’яўля- 

ецца вядомай вектарнай функцыяй і, наогул, калі ц>(2) ,...,^k~lj вя- 
домыя, то вядомай будзе і гэтая правая частка.

Каб упэўніцца ў тым, што ўласнымі лікамі аператара левай 
часткі роўнасці (63) з’яўляюцца лікі ql'kl+...+qnXn-'kk, дакажам
наступную лему.

Лема 4.1. Аператар Lq/k^ = Эф^ 
ду

Ру - Qtytк>, лзе Р і Q -

квадратныя матрыцы з камплекснымі элементамі адпаведна парадку 
т і п , мае ўласныя лікі

^'.. qn) = Яі^і+--+Ят^т-Хі (і = Л«Л (64) 

дзе qj+...+qm = к, X],...,Хт —уласныя лікі матрыцы Р;
Yl'-'-’Xn —уласныя лікі матрыцы Q; q, —цэлыя неадмоўныя.

Доказ. Лічачы ^(к>(у) ненулявым вектарным паліномам 
ступені к, a В і Т - неасаблівымі матрыцамі з камплекснымі 
элементамі парадку т і п адпаведна, дапусцім у = Вх, 
^<к> (у)~ Т^к)(х). Пры гэтым будзем мець

L(p(kJ(y)=T^-r^B-/Py-QI\f^(x). (65)
ox

Ураўненне Lq( к^ (у) = Ay* kjy [\ = diag(^‘.. q"),....Xl^'.. ч"^ 

для вызначэння ўласных лікаў аператара L у сілу формулы (65) для
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вызначэння ўласных лікаў аператара L у сілу формулы (65) 
запішацца ў выглядзе

ду }(х) B-lpBx_T-lQTy(k)fx) = Ац(к)(х) 

дх
А гэта значыць, што ўласныя лікі аператара L будуць супадаць з 
уласнымі лікамі аператара L , які задаецца роўнасцю

L\fa)(x)^ В~'РВх - T^QTy^fx). 
дх

Выберам цяпер В і Т так, каб В ^PB — Jj і Т 1QT=J2 былі 
ніжнетрохвугольнымі жарданавымі матрыцамі. Пабудуем матрыцу 
аператара L . Мяркуючы L^^^ = f^, атрымаем

fi(k)(x)=lL-^&vXy+®vXv-^^ ’
V=1 °XV

дзе Ыу.б; - адпаведна недыяганальныя элементы матрыц Jj.,J2. 
Яны роўныя або нулю, або адзінцы. Абазначыўшы

f!k>(*)= Yf'4’. ’"^Г-4*. 
qi+-+qm=k

атрымаем
f^'-^ = (qIxl+..+g„x„-x,№"~‘l-> +

+ ^(^^vJ^V^i Wi-l
y=2

Такім чынам, пры лексікаграфічным пералічэнні каэфіцыен- 
таў (гл. [21], с. 234) матрыца аператара L — ніжнетрохвугольная з 
лікамі (64) па галоўнай дыяганалі. Лема даказана.

Такім чынам, у сілу даказанай лемы, аператар левай часткі • 
(63) будзе мець уласныя лікі q/k]+...+qnXn —Х^ . Згодна з умовай 
(4.10.60) тэарэмы гэтыя ўласныя лікі не роўныя нулю. Таму ^к> 
вызначаюцца ўраўненнямі (63) адзіным чынам. Тэарэма даказана.
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Лема 5.1. У § 3.3 было паказана, што любое рашэнне 
x-^(t) сістэмы ўраўненняў

х = Ах, (66)
дзе A — пастаянная сапраўдная матрыца, мае выгляд: 

т<?(t) = Ysk(t)^ , (67)
к=!

дзе g (t) — вектар-функцыя, кожная каардыната якой ёсць некато- 
ры паліном.

Згодна з умовай лемы Re Хк <0, к = 1,т. Няхай а> 0 та- 
кое, што

ReXk =цк <-а<0, к = Rm. (68)
3 судачынення (67) вынікае, што 

т т
|*i(sII?w|k’“"‘*l=IlsVde''' • «

к=1 к=1
Памножым няроўнасць (69) на еаІ, атрымаем 

т
Ые^іХ^^е^  ̂ (70)

к=І
У сілу няроўнасці (68) Ц^ + a < 0 і з-за таго, што кожная каардына- 
та вектара gk (t) уяўляе сабою паліном, маем 

т
ьЦг‘(ф*'""=9. (7і)

т
3 роўнасці (71) вынікае, што пры t>0 функцыя ^\gk(t^e^*^1 

к=1
абмежаваная. Калі

т
І^(ф^+а;'<л
к=1
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тады, у сілу (70) |<р(t^e™ <R, гэта значыць Ы^* а' пры t>0.

Лема 5.2. Няхай х ~^J (t) — рашэнне сістэмы (66), якое за- 

давальняе пачатковай умове (pJ (0) = hJ , дзе hJ - адзінкавы каар- 

дынатны вектар соіоп^] ,&2,...,&п). Згодна з тэарэмай адзінасці 
п

^(t.x0 ) = ^(О^, (72)
j=i

дзе х° = со1оп(х/ ,...,х^). Сапраўды, у правай частцы (72) стаіць 
рашэнне сістэмы (66), якое задавальняе пры t — 0 той жа самай па- 
чатковай умове, што і ^(t,x°).

Згодна з лемай 5.1 існуюць такія Rj >0, j - 1,п і a > 0, што 
пры t>0

|<р7г)|<йхш
Дапусцім, R = max^R/, ....R^. Тады пры t>0 

\^(t)\<Re-M, j = ~n.

Згодна з (72)

ЙУ;| ^ £|фМ й < Ёяе-" х? = 4°|га'. 
j=i j=i

Абазначыўшы r = nR, атрымаем для t>0 
|<р(1,/)| < г^х°^е~ш .

Тэарэма 5Л. Дастатковасць. Няхай £ — адвольны дадатны 
лік, a x = \y(t) = ty(t,x°) — рашэнне сістэмы (66), якое задавальняе 

пачатковай умове \Д0) = х°. У сілу лемы 5.2 існуюць такія 

r>0, a > 0, што Vt > 0.
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\v(t)\ = \q(t,x° )\<r\x°\e

Дапусцім, 8 = —, тады пры х < 8 для t >0 маем

ІЖ^>| <''~е“ш <е, 

гэта значыць, становішча раўнавагі х = 0 устойлівае па Ляпунову. 
Відавочна, lim \y(t)\ = 0, таму што Пт е~ш = 0. Значыць, ста- 

новішча раўнавагі х = 0 асімптатычна ўстойлівае.
Неабходнасць. Калі хоць адно ўласнае значэнне матрыцы A 

мае неадмоўну'ю сапраўдную частку, то становішча раўнавагі х = 0 
не можа быць асімптатычна ўстойлівым.

Сапраўды, калі, напрыклад, Rek] =[1/ >0 і у * 0 - уласны 
вектар матрыцы A, які адпавядае ўласнаму значэнню X/, тады 
х = Re(y е^) — рашэнне сістэмы (66). Няхай у = у' + іу2', тады 

х = Re[(y' +iy2)e(ii,+‘v,)'^ = eil,,(yI cosV/t-y2 sin vIt) 

не імкнецца да нуля пры t —» +«>.
Гэтай уласцівасцю, відавочна, валодае любое рашэнне

х = С Re(y еХ‘‘), С*0. (73)
Пры дастаткова малым С рашэнне (73) у момант t = 0 як патрэбна 
блізкае да становішча раўнавагі х = 0, але пры t —> +“ яно не імк- 
нецца да нуля. Такім чынам, становішча раўнавагі х = 0 не будзе 
асімптатычна ўстойлівым.

Тэарэма 5.2. Возьмем любы лік Е (0 < Е < Н) і любы лік 
t0 & I. У якасці 8f£,t0 ) выберам такі лік, што 

max V(tn,x° )<&)(£).
|хор5(е,/о)

Такі лік §(z,t0) будзе абавязкова існаваць, таму што V(t,x) - не-
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Мал. 1

парыўная функцыя і мае месца 
V(to,O)-O (мал. 1). Умова
V <0 азначае, што функцыя
V{t,x(t j) не ўзрастае ўздоўж 

рашэнняў сістэмы (5.1.1).3 умовы 
тэарэмы, выкарыстоўваючы ня- 
юўнасці (5.3.11), (5.3.12) пры 
x°\<d(E.,to) і t ^ to, атрымаем

^i^(tfy<V(t,x(t))<V(t0,x° )< max V(t0,x°) < а](г). 
\x°\^.to)

Адсюль y сілу манатоннасці функцыі (й](й) вынікае, што 
\x(t,to<xn \ ^ Е • Тэарэма даказана.

Тэарэма 5.3. Па зададзенаму е (0 <Е< Н) вызначым лік 
8 = 6(e) (8 не залежыць ад to) такім чынам, што (і)/(£.) = Ы2(Ь). 
Карыстаючыся няроўнасцямі з умоў тэарэм 5.2 і 5.3 (гл. формулы 
(5.3.11) - (5.3.13) і манатоннасцю (й2(й), пры t > tn і \х° <6(г),

атрымаем
(O/dxf1)|) < v(t,x(t))<V(t0,x° )< (Ог^І) ^ ^,(8) = “7<е/ 

У сілу манатоннасці Ы](й) адсюль вынікае, што |х(1)|<£.

Тэарэма 5.4. У сілу тэарэмы 5.3 рашэнне x(t) = 0 раўна- 
мерна ўстойлівае. Пакажам, што выконваецца і другая ўмова азна- 
чэння 5.1.6. Возьмем у>0 і вызначым 8 з судачынення <£>і(у) =

2co2(AJ
= C02(8J. У якасці І(у) возьмем лік І(у) =------ ~ . На адрэзку
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[іО’іо + Цу)] знойдзецца момант tj такі, што t0 <tt <Iq + І(у) і 
\x(t],t0,x° )^<Б пры |х°| < Д;. Калі гэта не так, то атрымаем

v(t„+l(y).x(l„ + I(y).t„.x°))-t'(,„.xllJ =

to+Ul) ‘о+Кі)
= jv(s,x(s,t0,x° )]ds<- j(H3l\x(s)\)ds<-Gi3(8)I(y).

t() to

Адсюль 0 < v(t0 + I(y), x(t0 +I( y))) <V(t0,x0)-a3(S)I(y)< 

<ы2(Ьі)-(й3(Ь)1(у).
2w,(A/)

Калі I(y) =----~r—, тады апошняя няроўнасць не будзе

мець месца. Значыць, знойдзецца tj e[t0,tQ + І(у)\ такі, што 

^x(t],tn,x°^<d. Але тады, у сілу раўнамернай устойлівасці, пры 

ўсіх t>tQ + I(y)>ti >t0 маем \x(t,t0,x° )\<£ .

Тэарэма 5.5. Возьмем адвольную пачатковую ўмову 
х° е Rn і вызначым такі к, што (O/fZJ = С02(х °). У сілу ўмовы

тэарэмы d)j(u)—>°°, й —> оо, такі к абавязкова знойдзецца. Пры 
гэтым таксама, як і ў тэарэме 5.3, устанаўліваецца, што рашэнне 
xft.to.x^) не пакіне шар Dk пры t>tQ. Прымяняючы да шара Dk 
тэарэму 5.4, атрымаем сцвярджэнне тэарэмы 5.5.

Тэарэма 5.6. Згодна з умовай, у як патрэбна малым навакол- 
лі | х | < X пачатку каардынат знойдзецца пункт х° такі, што 

V(t0,x° ) = V0 >0. На рашэнні x(t,t0,x°) функцыя v{t,x(t,t0,x° )j 

не ўбывае: v(t,x(t,t0,х°)\>Vq > 0. Гэта азначае, што праз мяжу

V=0 гэтае рашэнне не можа пакінуць абсяг Q. Рашэнне x(t,tQ,x° )
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не можа заўсёды заставацца ў абсягу Q. Сапраўды, у гэтым выпадку 
пры V(t)>VQ, згодна з умовай тэарэмы, знойдзецца такі лік а>0, 

што V(t)>a пры t > t0. Тады б мела месца няроўнасць
t

V(t)-V(t0)=\v(s)ds>a(t-t0)^>°°, t-+°° 

'o
Але гэта немагчыма, паколькі V абмежаваная ў абсягу Q. Значыць, 
рашэнне x(t,tQ,xn) абавязкова пападзе на мяжу |х| = Н абсягу Q 
за канечны час. Тэарэма даказана.

Тэарэма 5.7. У сілу тэарэмы 5.2 рашэнне x(t) = 0 устойлі- 
вае, гэта значыць для зададзенага £.> 0 знойдзецца такі 6 > 0 , што з 
|^°|<8 вынікае |х(7,х^7| - £, х° eD5. Няхай (1 с DE - мноства 

СО-лімітавых пунктаў для некаторага х° eD^. Пакажам, што 

£2 = {0}. Будзем меркаваць, што гэта не так. Тады існуе у *0, 
уей. Паколькі V дадатна вызначаная, маем V(y)>0. У сілу 
таго, што Q — замкнутае мноства, якое складаецца з цэлых траек- 
торый, траекторыя x(t,y)eQ-, значыць, v{x(t,yj} = V(у). Ад- 

сюль V = 0 уздоўж траекторый x(t,y), гэта значыць x(t,y) павін- 
на належаць такому мноству, дзе V = 0. Але па ўмове мноства 
Ў = 0 не змяшчае цэлых траекторый. 3 атрыманай супярэчнасці 
вынікае сцвярджэнне тэарэмы.

Тэарэма 5.8. Няхай х = x(t) — рашэнне сістэмы 
х= Ax + F(t,x) (F(t,O) = O), (74)

A — пастаянная - n х n - матрыца.
Абазначым праз В рашэнне ўраўнення А'В + ВА = -Е, 

дзе А' - транспанаваная да А матрыца, Е - адзінкавая матрыца 
(гл. [25], глава VIII, § 3, с. 194). Увядзём функцыю Ляпунова 
V(x) = х'Вх і знойдзем яе вытворную V у сілу сістэмы (74). Маем
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V = х'Вх + х'Вх = (х'А' + F'(t,xj)Bx + х'В (Ах + F(t,x)) =

= х'(А'В + ВА)х + F'Bx + x'BF <-\ х | +2Л/Ц 5 || | х | <

<\х\2 (~1 + 2м\в\\х\а )<-^\х\2

для такіх малых | х |, што

™ым“4
Такім чынам, функцыя V(x) — х'Вх задавальняе тэарэме 5.4 

аб асімптатычнай устойлівасці, і, значыць, трывіяльнае рашэнне сіс- 
тэмы (74) асімптатычна ўстойлівае. Тэарэма 5.8 даказана.

Тэарэма 5.10. Для доказу будзем карыстацца кананічным ві- 
дам (5.5.33), замяніўшы ў ім зменныя ^, Т| на зменныя х,у. Такім 
чынам, будзем даследаваць сістэму ўраўненняў

х = Р(х,у) = ax-$у + F/(x,y), 

Ў = Q(x,y) = Рх + ay + F2(x,y).
Увядзём палярныя каардынаты, гэта значыць будзем меркаваць

х = р cos ф, у = р sin ф. (76)
Дыферэнцуючы суадносіны (76) і падстаўляючы атрыманыя выразы 
ў сістэму (75), будзем мець

рcos ф -рфsin ф = apcos cp-$psin <р + R](pcos ф,psin ф), 
p sin ф + рф cos ф = ppcos ф + ap sin ф + R2 (p cos ф, p sin ф).

Вырашыўшы атрыманую сістэму ўраўненняў адносна р і ф, атры- 
маем

р = ар + р2Лр,ф/ (77

Ф = Р + Р^р.фЛ
дзе f (р,^), g(p,^>) — функцыі, абмежаваныя пры малых р і пе- 
рыядычныя па ф з перыядам 2п. Будзем для пэўнасці лічыць, што 
a < 0. Разгледзім траекторыю сістэмы (77), якая пачынаецца ў пун- 
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кце бРсьФоЛ дзе О<Ро<£, а е - дастаткова малы лік. 3 ураў- 
ненняў (77) вынікае, што гэтая траекторыя асімптатычна набліжаец- 
ца да восі р = 0, прычым ф імкнецца або да +<», або да—00 у за- 
лежнасці ад таго, дадатны лік Р або адмоўны. 3 гэтага вынікае, што 
адпаведная траекторыя ў плоскасці (х,у) намотваецца, як спіраль, 
на пачатак каардынат. Тэарэма даказана.

Тэарэма 5.13. Адзначым, што таму што матрыца H(t) сі- 
метрычная, то функцыі p;(f) прымаюць толькі сапраўдныя зна- 

чэнні. Разгледзім квадратычную форму v(t,x) = x'H(t)x. 3 ліней- 
най алгебры вядома (гл. напрыклад, [25], глава X, § 7, с. 269), што 
форма v(t,x) задавальняе няроўнасцям

Цт,„ (ОЫ? <x'H(t)x< цтах (t)\x\2 ,
дзе [Lmjn(t), №max(t) - найменшы і найбольшы ўласныя лікі матры- 
цы Н( t).

3 іншага боку, для любога рашэння x(t) = x(t,t0,x°) сістэ- 
мы (5.7.50) маем
^\х(^ = ^ ^ ^'^f^ = ^^1  ̂^+х'<  ̂^ = 2х'< ^н^  ̂^’ 

Таму
^min(t)\x(t)\2 <-^\x(t)\2 <2^max(t)\x(t)\2.

Інтэгруючы гэтую няроўнасць, атрымаем так званую няроўнасць 
Важэўскага:

t t

k I exp J Vm,n (^ ^\x(t)\<\x°\ expj [kmax (T^T. (78)
<0

3 няроўнасці (78) i вынікае сцвярджэнне тэарэмы 5.13.
Тэарэма 5.14. Відавочна, з ацэнкі (5.7.53) вынікае, што 

lim^x(t,t0,x° )^ = 0 раўнамерны па t0, гэта значыць з экспаненцы- 

яльнай устойлівасці вынікае раўнамерная асімптатычная ўстойлі-
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васць. Няхай цяпер сістэма (5.7.50) раўнамерна асімптатычна 
ўстойлівая. Абазначым праз S1 адзінкавую сферу ў прасторы Rn, 

гэта значыць S' = [х & Rn:\х\ = І^, і няхай X(t,t0 ) = £1 A(x)dx - 
f0

матрыцант сістэмы (5.7.50). У сілу раўнамернай асімптатычнай 
устойлівасці існуе такі лік ^ > 0, які не залежыць ні ад t0, ні ад 

x°eS', што \x(t,t0,x° )\ = \x(t,t0)x°\< — пры t > t0 + N.

2п
для t >t0 + N. Паколькі для п = 1,2,...

мае месца роўнасць
X(t0 + nN,t0) = x(t0 +nN,t0 + (n- 1)N)x

xX(t0+(n-l)N,t0+(n-2)N)x...xX(t0+N,t0),

TO \\^(^Ао)\\ для t > t0 + nN. Таму знойдзецца такая дадатная

пастаянная С, што \X(t,t0^<C-2 п для t>to>O, адкуль 

\X(t,t0^<Cex^—G.(t — t0)\, дзе а = —^-, гэта значыць 

няроўнасць (5.7.53) выконваецца. Тэарэма даказана.
Тэарэма 5.15. У сілу таго, што любое рашэнне x(t,t0,x°) 

сістэмы (5.7.50) мае від X(t,t0)x° = X(t)X~' (t0)x°, то сцвяр- 
джэнні 1), 2), 3) тэарэмы відавочныя. Сцвярджэнне 4) устаноўлена 
пры доказе тэарэмы 5.14.

Тэарэма 5.16. Фундаментальная матрыца Y(t) (У(0) = Е) 
сістэмы ў = Ау па тэарэме 5.15 абмежаваная, гэта значыць 
Ц^б^Ц < М пры t >0 . Разгледзеўшы складнік B(t)x у (5.7.54) як 

правую частку f(t)y (5.7.47) і прымяніўшы формулу Кашы,
атрымаем
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x(t )=Y(t)x° +fY(t-s)B(s)x(s )ds.
o

Адсюль

(79)
о

Згодна з лемай Гронуала (гл. доказ тэарэмы 4.1), з (79) маем
оо

\x(t)\< м\х°\ехр M^\\B(s)^ds = с\х°\, 
. о

(80)

дзе C = M exp M^B(s)^ ds .
. o J

Такім чынам, рашэнне x(t) = 0 устойлівае. Тэарэма даказана.
Тэарэма 5.17. Паколькі сістэма (5.7.50) раўнамерна 

ўстойлівая, то па тэарэме 5.15 яе фундаментальная матрыца X(t),
нармаваная ў пункце t0, задавальняе наступным умовам: 
\\X(t)\\<M, Ixftjx-'fx^M пры t > X > t0 >0. Акрамя таго, 

для адвольнага рашэння x(t) = x(t,t0,x°) сістэмы (5.7.56) выкон- 
ваецца роўнасць

x(t) = X(t)х° + j X(t)Х~' (х)В(х)х(х)dx,

з якой атрымліваем 
/ і

\x(t)\ < м\х°\ + M^\B(s^ \x(s)\ ds < м\х°\ + M^\\B(s)\\ \x(s)\ds, 
to 0

гэта значыць няроўнасць (79), а з яе маем няроўнасць (80). Таму пры 
любым £ > 0 няроўнасць \x(t)\<£ (t >t0) можна забяспечыць

с . I 0Інезалежна ад t0, калі выбраць велічыню |х | дастаткова малон, a
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гэта і азначае раўнамерную ўстойлівасць сістэмы (5.7.56). Тэарэма 
даказана.

Тэарэма 5.18. 3 ураўнення (5.7.57), формулы Віета і тэарэмы 
Астраградскага-Ліувіля вынікае. што

п п

£р;. = SpX(a) =

п <о
[]р; = det Х((д) = exp ^SpA(t)dt .

Далей (гл. § 3.7) для любога мультыплікатара р; існуе рашэнне 

^J(t)^0 ураўнення (5.7.50) такое, што tyJ (t + (д) = р ^ (t). Ta- 

Tae рашэнне можна пабудаваць наступным чынам. Няхай (р^ - улас- 
ны вектар матрыцы X(ta), які адпавядае р7, гэта значыць 

/(ш)фр = руфд . Тады шуканае рашэнне мае від

^(t) = X(t)^, ^j(t) = p(t)eki', \j^^lnpj (gi) 

p(t + a) = p(t).
Калі p7 - кратнае ўласнае значэнне матрыцы /((0)3 жарданавай 
клеткай памеру т, то яму адпавядае т рашэнняў Флоке выгляду 

^' (t) = pJl (t)eXjl,

^12 (0 = [tpJ‘ (t)+p12 (t)}^',

(82)

qJm(t) =
tm~' 

(m -1)!
pJl (t)+...+pJm (t) e^1'

рл (t+ Ы) = pJi (t), k =—lnp..
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Раскладаючы пачатковае значэнне х° =х(0) па базісу, які 
складаецца з уласных і далучаных вектараў матрыцы Х((й), можна 
атрымаць прадстаўленне агульнага рашэння сістэмы (5.7.50) з 
перыядычнай непарыўнай матрыцай A(t) у выглядзе лінейнай
камбінацыі рашэнняў (81), (82). Лёгка бачыць таксама, што

ReX t = — Relno^ <0, калі р, <7, і Rek,>0, калі7 co г J 7 Ы>л
Адсюль і з судачыненняў (81), (82) і вынікае справядлівасць тэарэмы 
5.18.

Тэарэма 5.19. Няхай ураўненне (5.7.50) прыводнае. Тады іс- 
нуе пераўтварэнне Ляпунова х = Ly, якое прыводзіць (5.7.50) да
стацыянарнага ўраўнення (5.7.62). У сілу таго, што Y(t) = eBl - 
фундаментальная матрыца гэтага ўраўнення, то існуе фундамен- 
тальная матрыца X(t) ураўнення (5.7.50), якая мае выгляд (5.7.63).

Наадварот, няхай выконваецца судачыненне (5.7.63). 3 яго 
знаходзім L(t) = X(t)е~в'. Выканаем ва ўраўненні (5.7.50) замену

х = L(t)y = X(t)e~B,y. (83)
Атрымаем
y = ^-(eB,X~,(t)x}= Be Bl X-‘(t)x-e в' X~'(t)A(t)X(t )X~'(t)x + 

at
+ eB,X-‘(t)A(t)x = By.
Такім чынам, атрымалі сістэму (5.7.62). Значыць, ураўненне (5.7.50) 
прыводнае. Тэарэма даказана.

Лема 5.3. 3 абмежаванасці матрыцы Ляпунова L вынікае, 
што

w(х) = Нт - /п \х(t)\ < lim у |т/t)\\ + lim - In \у(t^ = w(у), 

дзе ^L(t)|| = sup \L(t)y\. Аналагічна, з абмежаванасці матрыцы IT1 
\у\=1

атрымаем уфу)<)ф43начыць, w(y) = w(x). Лемадаказана.
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Лема 5.4. Пакажам, што паказчыкі Ляпунова рашэнняў ураў- 
нення (5.7.62) не перавышаюць а. Сапраўды, усякае ненулявое 
рашэнне сістэмы (5.7.62) можна запісаць так (гл. § 3.3):

т
У(1)=^Рк(і)ей‘, 

к=1
дзе т< п, a Рк (t) - палінаміяльныя вектарныя функцыі, прычым, 
прынамсі, адна з іх ненулявая. Тады

т т
y(t) = Y Рк (t)e^,^t = е" £ рк ^V°“~aM*', 

к=1 k=J
т

Ij-W^
к̂=1

Таму

т
a/ V

к=1

т

Лема 5.4. даказана.

w(y)<lim~ Ш + ln^\pk (t)\ 
'-*“ 11 к=і

= a.

Тэарэма 5.20. Няхай прыводнае ўраўненне (5.7.50) 
асімптатычна ўстойлівае, гэта значыць, у сілу азначэння 5.7.2, што 
ўсе яго рашэнні імкнуцца да нуля пры /-)«>, а таму ўсе рашэнні 
стацыянарнага ўраўнення (5.7.62) таксама імкнуцца да нуля пры 
/ —> °о. Значыць, ураўненне (5.7.62) асімптатычна ўстойлівае, што ў 
сілу тэарэмы 5.1 эквівалентна адмоўнасці сапраўдных частак усіх 
уласных значэнняў матрыцы В. Такім чынам, а < 0, а тады ў сілу 
лемы 5.4 маем, што паказчыкі Ляпунова рашэнняў ураўнення (5.7.50) 
адмоўныя.

Няхай цяпер х - адвольнае ненулявое рашэнне ўраўнення 
(5.7.50), паказчык Ляпунова w(x) якога роўны X . Згодна з умовай 
X <0. Выберам г> 0 настолькі малым, каб X + £ < 0. 3 азначэння 
паказчыка Ляпунова вынікае існаванне настолькі вялікага Т, што 

\x(t)\<ea+£)l пры/>Г

Адсюль маем, шго x(t) -^ 0 пры ? —> о°. Такім чынам, усе рашэнні 
ўраўнення (5.7.50) імкнуцца да нуля пры / —» <». Тэарэма даказана.
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